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COORDONNÉES OBLIQUES : 
D'arrès M. BALTZER, 


Professeur au Gymnase de Dresde. 


(Journal de M. Crelle, t. XLVI, p. 145; 1853.) 


À. Coordonnées obliques ; points et droites dans le plan. 


4. Notations. x, abscisse; y, ordonnée; r, distance du 
point (Q) à l’origine O ; xr, angle que fait la direction r 
avec x positif, l’angle étant compté suivant un sens déter- 
miné ; de sorte que 


angle rx + anglexr — 0, sinrx + sinxr = 0, 


COS 7T — COS TT = O0. 


2. ‘TaéorëmEe. Dans un polygone fermé, un côté est 
égal à la somme algébrique des projections des autres 
côtés sur ce côté. — Théorème fondamental qu’on doit, 
je crois, à Carnot. 

3. D’après ce théorème et cette notation, l’on a 
(x) = XCOSXr + Y COS Fr, 

T COS X7r — ZX + ÿ COS ÆY, 


(2) 
, rCOS JT = L COS AY + Ÿ'; 


/ 


(6) 


: d'où l’on tire: 








He SR CEE EYyCOSZY  ZCOSAY HT 
(3) COSZTS | | cosyr © »? 
(4) = 2 +22 COS xy + ÿ' 
g COS 7 — COS ÿr COS COS Fr — COS ærCOSXY  Sin?xy 
(PRE ONE EN eee SES, 


(6) sin?xy — cos’ær — 2 cos xr cos yr cos xy + cos’ yr. 


4. Angles d'une droite avec les axes. Le rapport x:7 
est constant pour tous les points de la droïte OQ ; ainsi 


——=— L — f) = 0 
7 g° £ Le , 
est l’équation de la droite. 


Nous désignons par (fg) la direction de la droite; si 
l’on a 


Eau La8 
alors, à cause de l'équation (4), 
= f° + 2 fe cos ay + &°, 
et | 
f+gcosxy _ fcosxr +g 


COS XF cos yr 


ce qui donne les angles xr, yr, que fait la droite avec les 
axes. 

9. Normale. Soient gx — fy — h l'équation d’une 
droite, gx — f'y — 0 l'équation de la perpendiculaire 
abaiïssée de l’origine sur la droite, et z la longueur de 
cette perpendiculaire. On a, d’après le théorème (2), 
x, y étant un point situé sur la droite donnée, 


X COS TN + Y COS YA — HN; 


équation qui doit être identique avec l'équation de la 


(7) 


droite donnée, donc 





— f k ne — 1 
DDR cos æxn — 2; COS Y72 — LA 
COSZR  COSYA A7 h h%œ”. 


l'équation (5), appliquée à la normale, donne 


COS 27 — COS YA COS XY COS YA — COSXA COS LY  SIN?ry 








/ ! Ke LA R 
‘à g p 
ou bien ; 
g +f cos xy f + gcosæy  hsin?xy 
2 => — —————— —————— —= - , 
2 f g etre 
ou 


p?= f+ 2 /f" 8 cos xy +g'; 
et l'équation (6) donne 


ga. 
= sintay = g' + 2/8 cos xy + f?— 0", 


d’où 
1 


n  sinxy” 


et réciproquement , les deux directions (fg) et (f'g!) 
sont normales l’une à l’autre, lorsque 

| gg + + (fe + 8f) cos er = 0. 

6. Angle de deux droites. Soient les droites 
gx — fy = 0; g'x—/f'y—=0; x, y un point de la 


première droite; x’, y” un point de la seconde droite; 
= x+oxycosxy +y’, r=x+2x y" cos xy + y’; 


on à 
r’ cos rr” — x’ cos xr + y'cos yr (théorème 2), 
et, à l’aide de l'équation (3), 
/ EURE / , 4 nd + . 
(n). rr'cosrr" =@ix + Y'y (x y + ÿ'x) cos xy; 
ou bien , à l’aide de l’équation (5), 
sin? Zy COS 77” — COS &7 COS X7” + COS Yr COS 7” 


(8) 


— (cos yr cos yr' + cos xr’ cos yr')cosxy, 


(8) 
on a LR 
Dei ul 5 0 
rs T € x TETE 


ou 
pP=f +28 cosazr+g, p=f"t+2f"gcosxy +8"; 
subetituant, dans l’équation (7), on trouve 

pp’ cos 77" = ff! + gg" + (fe + gf') cos xr. 
On parvient au même résultat en substituant, dans, 
l'équation (7), ayant égard aux équations (3), 


F + gcosxy _ fcosxY + 


3 


COS xr cos yr 
J' + gfcos zy … fCOSTEER À 
cos æ re NL COTES HS 


. TT . * . . 2 
faisant rr' — 5° on revient à la formule des directions 


normales. 

7. Distance d’une droite à l’origine. Soient l'équation 
de la droite gx — fy — h; n la distance de cette droite à 
l’origine; on a, comme ci-dessus (S 5), 

Re k sin 24 
P 

8. Distance d’une droite à un point quelconque. Soient 
la même droite et un point (x, Y:1),et 7, la distance 
cherchée; on trouve facilement 


(is ga—fr)snar 
p 


7: 


B. Points, droites, plans dans l’espace. 
9. Notation. 
OP—zx, PQ—7, QR—z, 


coordonnées des points R; OR = 7. 


0") 
10, On a 
(1) | TX COSxr + Y COS Y7 + Z COS 7, 
r COS AT =T + ÿ COS ÆXY + Z COS ZT 
(2) À rcosyr = x cosxy + y + zcosyz ? [théorème 9 |; 
Tr COS 27 — X COS ZZ + ÿ COS yYZ + z 
de là 


TX + Ÿ COS XY + Z COS ZX 
» COS 7 


__ ÆCOS2Y + Y + 3 COS Yz 
En cos yz 


Z COS ZT + Y COS YZ + Z . 
a ———————_————— = 7, 
COS Z7 


Les équations (1) et (2) donnent 
(4) = 2 + y + 2 LE 2x COS ZY + 2Y2 COS YZ + 22% COSZT. 


On déduit, des équations (2), 


sin? yz COS ær — y cos yr — GB cos zr 
TL 





Sin? ZX COS Yr — & COS Z7 — y COS xr 


(5) — 





7 
sin? æy cos 27 — f cos xr — x cos ÿr 0? 
—— es alle 
z Lx 


ou 


4 — COS YZ — COS ZX COS YZ, 
B = cos zx — cos xy cos yz, 
9 = COSLY — COS YZ COS ZX, 
d?— 1 + 2 COS XY COS YZ COS ZX — COS? ÆY — COS? YZ — COS ZT. 


Substituant pour x, y, z, r, leurs valeurs proportion- 
nelles dans l'équation (1), on obtient 


d = sin? yz cos? xr + sin? zx COS? yr + Sin? zy COS? 27 
— 27} COS xr COS Yr — 2 B COS 27 COS X7 — 2% COS FT COS 77. 


(6) 


(10) 
Dans le trièdre formé par les axes, soit 
X l’angle dièdre opposé à yz, 
Y l’angle dièdre opposé à zx, 
Z l'angle dièdre opposé à xyr, 
on a (Trigonométrie sphérique) 
a —= sin zx Sin xy cos X, 
(7) 6 — sin xy sin yz cos Y, 
| y = sin ÿzsinzx cos Z; 
d? == sin? zx sin’ xy sin X, 


= sin?xy sin? yz sin? Ÿ, 


# — sin 28SIn 2% sin? Z, 
(8) PEN T Les 
1 sin — (xy + yz + 2x) sin (xy + yz — 2x) 
Ne: agi 
sin (yz +27 — ay)sin = (27 + y —72); 
\ 
de là 


COtX eco ont Z I 
2 TROT : 

11. Volume du parallélipipède des axes. Si lon 
prend, à partir de l’origine, une longueur égale à l'unité 
sur les trois axes, et qu'on achève le parallélipipède , le 
volume est égal à d ; élevant à l'origine les droites x’, y’, 2’ 








respectivement perpendiculaires aux plans yz, zx, xy, 
on aura 


A 


fsjh ee 

12. Par le point R, menons un plan perpendiculaire à 
OR ; soient K, L, M les points d’intersection de ce plan, : 
avec les axes x, y, z:0ona 


— $sinxy COs 23! — sin yZ COS xx — SIN ZT COS YY’. 


KLM cos xr — OIM coszx’x, etc. ; 
d’où 


cos xx cos ÿ’ Y cos z/z 


(10) OLM. = — OMK. — KLM, 
COS &r Fr 





cos 


(21) 
et de là, au moyen de l'équation (9), 


pu) OLM 7 OMK 3 OKL KLM 


Sin YZCOSxr Sinzr COSYr Sinxy coszr 0 








Cette équation, combinée avec les équations (6) et (7), 
donne 
KLM?’ = OLM? + OMK? + OKL’ 
(12) — 2.0LM.OMK.. cos Z — 2 OMK.OKL, cos X 
— 2.0KL.OLM., cos Y; 


on a 

Z'COS x! LT "7 COS x’ MOTO"; 
d’où 
33 Z COST __YCOSY'Y __ ZCOSZ/7 


COS an VW COST TE Y COS2 7 
Les accents désignent, comme ci-dessus, des perpendicu- 


laires aux plans coordonnés. 
13. Équation d’une droite 


RAT 

f; &, À donnent la direction de la droite, et nous dési- 

gnons une telle droite donnée de direction par (fgh). 
14. Angles d’une droite avec les axes. 


Si l’on a 


1 


DIN 


2 EE I 
ET 
on aura, d’après l'équation (4), 
p=f} + g'+ he? + 2 fs cos xy + 2gh cos yz + 2 hf coszx ;, 
et, d’après les équations (3), 
J + g cos xy + hcoszx  g'+ kcosyz + fcosxy 


COS xr COS yr 
__ À + f cos zx + g cos yz 








cos 27’ 


(12) 

15. Équation d'un plan. Soit un plan perpendicü- 
laire en R sur OR et OR —7'; soit Run point quelconque 
du plan ayant les coordonnées x’, y', z/: projetant ortho- 
gonalement sur OR la ligne brisée OP'Q'R' formée par 
les coordonnées de R’, on a 


x" cos ær + y’ cos ÿr + z/ cos zr = r 
pour équation du plan. 
Ainsi, si l’on a pour équation d’un plan 
Az + By + Gz= D, 
alors | 
A B C D 


— es — 











COST COST  COSZ Fr 
où r est la distance de l’origine au plan, xr l’angle de l’axe 
des x avec cette distance, etc. Nous désignons par (ABC) 
un tel plan donné de direction. 
Si (fgh) est la direction de cette normale r, on a, d’a- 
près les équations (5), 
A sin°yz— yB—$C  Bsin?zr —aC—7yA 
f EÈ 
1. VOsin? zÿ RAS ZxB 7" 0D: 
"y Ac: LATE 
et, d’après l’équation (6), 
D? 


7? 





— A? sin? yz + B°sin? zx + C'sin?xy 


— 2AB7y—2BCa— 2CA8 — 0, 
D (3 


pr 0 
16. Condition pour qu'une direction ( Jgh) soit con- 


tenue dans un plan (ABC). 


x 3 ; É k 

7 TX 7»  Cquation de la droite, 
CHRIS 
O 


Ax+By+Cz=o, équation du plans 


(13) 


‘ona, pour équation de condition , 
Af+Bg+Ca—=o. 
(8h), (f8"h") 


17. Condition pour que deux directions, 


soient dans un plan (ABC). 
équation de la première direction ; 


= + _ équation de la deuxième direction; 
æ+By+Cz—o, équation du plan; 

À q P 
gh — g'h hf — CRE no 
EN Nr C 


on a 
48. Condition pour qu'une direction (fgh) soit dans 


deux plans (ABC), (A'B'C'). 


Ax+By<+Cz—=o ; 
, équations des deux plans; 


A'x+B'y+Cz—=o 


T Z à : 
—? — 7° direction ; 
è À 


Fe 
BC'— BC .CA'—C'À AB AR 
. 


f 
19. Condition pour qu'une direction (fgh) soit nor- 
male à un plan (ABC). La direction (fgh) est perpen- 


diculaire au plan (ABC), lorsque (K 15) 
Asin?yz— yB—$C  Bsin'zx—«C—7A 
5 à ee 
-_ Csin'zy —$A—aB do, 
= ; ire 
ou bien encore, ayant égard aux &$ 14 et 15, 
| J+ gcosxy + h cos zx _ g + hcos yz + f cosxy 
À qe B 
e NN ARE re ces pe Me: Ro. 
— à — p-; 


(14) 
d’où l’on tire | 
Af+Bg+Ch=p<: 


les valeurs de p, a, d sont données ci-dessus (p.9,11, 12). 

20. Condition pour qu'une direction (fgh) soit nor- 
male à la direction (f'g'h'). | 

Il faut que la direction (f’g’h') soit dans le plan nor- 
mal à la direction (fgh); donc, ayant égard aux Ç 16 
et 19, 

FI +gg+hh+(f" g + fg) cos xy 
+ (g'h+ gh')cos yz + (hf + hf')cos zx — 0. 

21. Condition pour qu'un plan (ABC) soit perpendi- 
culaire au plan (A'B'C'). Le plan (A’B'C') est perpen- 
diculaire au plan (ABC) lorsqu'il contient la normale à 
ABC; donc, ayant égard aux &$ 16 et 19, 

AA’ sin? yz + BB' sin? zx + CC' sin’ xy — y (A’B + AB) 

— a (B'C + BC) — B(C'A + CA’) — 0. 

22. Angle de deux droites. 

Soient la droite ( fgh) et la droite (f'g'L"); il s’agit de 
trouver l’angle ROR’; on a 
r' cos rr' = ZX COS xr + y” COS ÿr +- z° COS zr, 

(14) r cos r'r = æCOS xr” + y COS Yr' + Z COS zr'. 


x', y’, 2! sont relatifs au point R'; d'où, ayant égard à 
l'équation (13), 
cos xr cos æ’ 7” à cos yrcosy'r”"  coszrcosz/r" 


cos rr! — r : 
COS YY COS ZzZ 


: cos xx’ 


(15) 
cosxr/cosæ'r  Cosyr'cosy’r  coszr/cosz'r 
ER — Re TT 

COS æx COS YY COS z2 


ici x’, y',z' sont des axes normaux aux plans yz, zx, xy 
($ 11) : éliminant, de l’une des équations (14), les cosi- 


nus au moyen des équations (3), on a 


(16) 


rr'cosrr = xx + ÿy" +23 + (xy' + x’ y) cos æy 
+ (y3 + y'2) cos yz + (zx + zx) cos zx; 


FA 


(15) 
ou bien, éliminant des équations (14), les x, y, 2, r à 
l'aide des équations (5), 
dcos rr'— + sin° yz COsxr COS xr' + sin? zx COS ÿr COS 77” 
+ sin? zy COS zr COS 27° 
(19) — y (cos xr.cos yr' + cos xr’ cos yr) 
— à (cos yr cos zr” + cos yr” cos zr) 
— B (cos zr cos xr’ + coszr’cosxr); (*) 


or, 


| 


& IS 
> 
ms) 


So a) & 


| 
| 
I 
| 
| 


| 8 


>: 
ae 
s 
D 
= 
AS) 
= 


donc, d’après l’équation (16), 
pp cos rr' = ff" + 88° + kW + (J8" + gf')cos xy 
+ (9h + kg!) cos yz + (hf + fh') cos zx. 
Si cos rr' — 0, on revient au résultat du & 20. 
23. Angle de deux plans (ABC) et (A'B’C). 
Soient r et r” les perpendiculaires respectives à ces 
plans ; on a 











À Sas C c 
= n = a 
MIS COS y COS 27 170 
A' Bo 5488 











c! 
cosær'  Cosyr!  coszr” D? 
de là et de l'équation (17), on tire 
59’ cos 77’ — AA'sin? yz + BB’ sin? zx + CC’ sin’xy 
— y (AB + A’'B) — «(BC + B'C)— 8 (CA' + C'A). 
24. Angle d'une droite (f'g'h") avec le plan (ABC). 


(*) Les formules (15), (16), (17) et la méthode pour les trouver, sont 
de M. Sturm. (GERGONNE, Ann. , t. XV, p. 330.) 


(16) 
Soit (fgh) la direction normale à ABC (K 15), 
À B C AL 


———. ne ne 











[e] 
: == 2 = =) 
COSXT COS Yr :COS z7 OÙ 


— ——— =— 


par conséquent , d’après l’équation (14), 


+ cos rr'=Af'+Bg+ Ch. 


25. Distance d’un point à un plan. 
r, distance; Ax + By + Cz— D, équation du plan; 
Li ,Ÿ19 21, Coordonnées du point ; 
0 
| r =D — Az, — By, — Cz)-. 
ç 
26. Si l'on a 


gx — fy = M, 
hy— gz =F, 
Jfz— hx = G, 


où F, G, H sont des constantes qui déterminent la po- 
sition, tandis que f, g, k donnent la direction d’une 
droite; si l’on a 


Ff+Gg+HA—=o, 
cette droite est évidemment dans le plan 
Frx+Gy+Hz—=o. 


27. Condition pour qu'une droite soit contenue dans 
un plan. | 
Soit la droite donnée par les équations du & 26 et 
Ax+By+Cz=D, l’équation du plan, 
le plan 
(gr — y —H)=/hy—8gz—E#, 


(17) 
où p est un paramètre arbitraire, contient la droite; iden- 
üfiant, on a 


v fHh. 1  eH—F 
A AB TTC JD? 


o 


? 


d’où 
__AHTCFE. BF— AG, "CG— BH 
PT RP SE LME 
Ff + Gg TES QE + Ch = 0. 
28. Condition pour qu'un point et une droite soient 
dans un plan. 
Équations de la droite et du plan comme au & 27;, x, 


Ÿ1, Z1 Coordonnées du point; on a 
y — gz —F __ Ja — hr, —G METAL me J00 — H 





Â LS B res C 
Her (Erist GTR) 
2 D 
29. Condition pour qu'un plan contienne deux drottes 
parallèles. 
On aura 


v (gx — fy — H')— hy — gz — F'; 
les accents se rapportent à la seconde droite parallèle à la 
première, d’où 

e(H'—H)=F—F, 
For GC HMITICUNT 


? 


PR ARS PET gD 
et, au moyen des relations ci-dessus, 
HF—HF _FG—FG__ GH—GH 
Pre, RE + MA NU Nr 


30. Condition pour qu'un plan contienne.une droite 
et soit parallèle à une autre droite. 
La droite (efg) est contenue dans (ABC), donc 
A f + Bg + Or = 0" 
Ann. de Mathémat., t: XUX, (Janvier 1854.) 2 


(18) 
la droite (f’g"h") est dans le plan (A’B'C'), done 
A'f+B'f + Cg'=0o; 
mais ces deux plans doivent être parallèles ,‘d'où 


AESSIA:  B'LSRA AT el gih; BL AP ENrE 





Mc No C OP CR 
À 
D_ic .  @+cr+n# 
Cv? g LS ns LT es di 
ear 
D'_F'/+G'g+H'# 
CRE ie af 


34. Condition pour que deux droites soient dans un 
méme plan. 
Il faut que les plans (ABC), (A’B'C') se confondent ; 


donc 


ou bien 
FES +FSf+Gg + Geg+H} +H A—o. 


32. Distance d'une droite à un plan parallèle à cette 
droite. 

Soient (f3h) la droite, (ABC) le plan, et (A*B/C') le 
plan passant par (fgh) et parallèle à (ABC): la distance 
de (ABC) à (A’B’C')est la distance cherchée; or cette 


distance est 


AH — CF 


5 
(D—D')-;4et D'— "1" #(,Kç 276199), 
$ 


me 
donc la distance cherchée (( 25), 


(g D — AH + CF)9 


sq 


Ge n 


(19) 

33. Plus courte distance de deux droites non dans un 
méme plan. 

Soient (f2h), (f'g"h") les deux droites, (ABC), (A'B'C') 
deux plans parallèles, le premier passant par (efg), et 
le second par (e”f’g'); la distance de ces deux plans est 
la distance cherchée : donc 


ô Ff'+ Gg+H# 


D 
$ == (D-— D'}- Lips 
ire la. C Re 
D Ff+Gg+HA. 
MCE Je! — gf! 9 


donc 


S=(Ef + ES + Ge + Ge + HA + HA) 2. 

94. Distance d'un point à une droite. 

Soient x, Y1, z1 les coordonnées du point, (fgh) la 
droite, (A’B’C’) un plan passant par le point et la droite; 
on a donc 

y, — gz — FE nn? — hr; —G gr — fY, — À 
A' AE B’ ETS C 





Soit (f'g'h') une perpendiculaire au plan (A'B'C'); 
on a (6 19) | 
A’sin' yz— y B°— BC: B'sim'zz — 2 C— YA 
nr ras “ s 
…Gisin?xy — BA — ab 
Ne D eu EN 
Soit (ABC) un plan passant par (f8h) parallèlement 
àa(f'g'h');ona 
gh—gh  hf—NF _ Jg —f'g Ff+Gg +H# 
TON TEE C ET D 
0) 
s—(D—Axr—By,;—Cz) (S25); 


q 
on met pour À, B, C, D leurs valeurs proportionnelles. 


35. Distance des deux parallèles (fgh), (f'8"#"). 
2! 


? 


(20) 
Soit (A/B"C") le plan passant par les deux droites, 


‘on a 
F—F G—6G H—-H 
2 EE = —— 09 |. 
A B” C7 ($ 9) 


Soit (f”g”h") une perpendiculaire au plan (A”B"C"), 


on a 


A"sin° yz—7B"— $C” B: sin?zr — a C7” — yA° 
fe HE. g” 
* is tire — $ A” — x B” 
Ci h" 
Pour (ABC) passant par (fgh), et pour (A/B'C) passant 
par (f'g8'h'), tous deux parallèlement à la normale 
(f"g"h"), on a | 
gh" Li g"h h PA hf" — hf RL pv Der: FLE Me D JE Gg” me HA.” 
A CHERS AEe D 
è7s ss G’ g” va 8 H’ x” “ 
Re De: 
done 


s=[((F-F)f" +(G— G')g”+(H — H')/] 


Q | C2 


36. Une droite(f"g"h") passant parunpoint(x; y: 21) 
perpendiculairement à la droite (fgh). 
Soient (A°B’C) le plan passant par le point, et la droite 
(fgh);ona 
hp —ga—EF fu—ha—G gx, — fr —HM 
ON ALT D DIS ÉD OS CPE 
le plan (ABC), perpéndiculaire à (fgh), donne 


F + gcosx; + hcoszx _ g+h cos yz + fcos xy 
A 7% B se 

_ h + f cos zx + g cosyz# 
Ro 





HERO Ci AA 17h 
ii TS 2" er PARNT. DFIONES 
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31. Une droite (/'"g"h") coupant normalement les 
droites parallèles (fgh), (f'g'h'). 
Le plan (A’B'C') des deux droites parallèles donne 


EF _G—G H—H HFP—HWF 


PSE BR T0 LEE DA. 
le plan (ABC), perpendiculaire à (fzh), donne 
J + gcosxy + hcoszx __ g + hcos yz+ fcoszxy 
A RO NOM PR 
_ À + f cos zx + g cos yz 
C 


2 


9 
d’où 
BC BC 3 CA GAPNAREE VU R 
1e | EN 54 RS h" 9 
la droite (f”g"h") est dans (A’B'C') si l’on a 
A? H” ee C’ F” 


s 


1 








2 


ou si 


H'(F'—F)—F’(H—H)=— - (HE WF). 

38. Droite (f"g'h") normale aux deux droites (fgh), 
(f'8"k). 

Le plan (ABC) contenant les deux directions (fgh) et 
(f'g'h'),on a 

SRE Re fe T8 fe 
A n- “ORERETRIR 

(f”g'h"), normale à (ABC), donne 


A sin°yz—7yB— $C Bsin?zr — xC—7yA 
ST AE g” 
__ Gsin’ xy — fA—aB 
. h! 








Les droites (fgh) et (f"g"h") doivent être dans un même 
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plan ; de même (f'g’h') et (f”g"h") donnent 

FE’ f + F f” pie G’ g + G g” + HATæ L H” ==:0 

ÉRELET" HE G" g' + G'g" Le Li RSS ATEN 
et l’on a aussi 

| + G” g” + H” h" = 0 ; 
ainsi F”,G/, H” sont connus, ainsi que f”, g”, 2". 
Observation. Aucun Traité, à ce que je sache, ne 

donne ces formules élémentaires d’une application si fré- 
quente. M. le D’ J.-G.-H. Swellenbach, de Bonn, vient 
de publier un ouvrage in-4° de 221 pages, sur neuf sys- 
tèmes de coordonnées dont il étudie et compare les pro- 
priétés. Nous y reviendrons. 


£ONCOURS D'AGRÉGATION POUR LES LYCÉES, EN 1853 


{voir t. IX, p. 342). 





MATHÉMATIQUES. 


1°. Résolution des triangles (*), moyens de vérifica- 
tion. 
2°. Etant donné dans un triangle OBC 
1 Are 53429",68 , 
A — 48 50! 14 (**) 
B — 65° 47 15",3, 
résoudre le triangle et le vérifier. 
Observation. Telle est la question proposée l’an de 


(*) Rectilignes, pourquoi ne pas le dire? 
(**) Latitude de Paris; encore une question d’origine astronomique : 


Qui me délivrera des Grecs et des Romains ! 


sécrie Berchoux. J'ajoute, pour ma part: et des origines astronomiques. 
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grace 1853, chez la grande nation, dans la capitale du 
monde civilisé, par l’université de France, à des profes- 
seurs aspirant au grade d'Agrégé (Fellow)! Monsei- 
gneur l’archevèque de Besançon, humaniste distingué, 
n'a-t-il pas raison d'annoncer que les études baissent et 
baisseront de plus en plus sous l'empire des nouveaux pro- 
grammes ? Quel homme intelligent, comparant le passé 
avec le présent et ayant de la conscience, gros comme 
un grain de moutarde, peut nier cette proposition d’une 
évidence flagrante? Lorsque, il y a quelques années, on 
baïssa la taille requise pour être soldat, n’a-t-on pas conclu 
que la taille moyenne était en décroissance ? 


PHYSIQUE. 


1°. Lunette de Galilée. Marche des rayons. Champ 
Grossissement. | 

2°. bo kilogrammes de glace à — 12 degrés étant don- 
nés, combien faut-il de kilogrammes de vapeur formée à 
120 degrés pour que le tout se convertisse en eau à 35 de- 
grés ? 


HISTOIRE NATURELLE. 


1°. De la respiration dans les Mammifères ; 
2°, Dela respiration dans les parties vertes des plantes. 





SOLUTION DE LA QUESTION 141 


(voir t. VI, p. 134); 


Par M. P. TARDY. 


Soient A,, À,41,..., À,,2 trois termes consécutifs d’une 
série récurrente. Si l’on forme la série qui a pour terme 
général À,A,,: — À/,,, elle est aussi récurrente. 

Fourier a énoncé ce théorème dans son Ænalyse des 
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équations déterminées, page 72. Son objet était de troz- 
ver successivement toutes les racines d’une équation par 
lPemploi des séries récurrentes, en donnant ainsi une 
grande extension à la méthode découverte par D. Ber- 
noulli pour obtenir la plus grande racine réelle. 

Il paraît que quelque erreur s’est glissée dans ce qu'a- 
vance à ce propos le célèbre géomètre; mais nous nous 
bornerons, pour le moment, à démontrer la proposition 
spéciale rappelée dans ces Annales. 

Il est aisé de voir que toute série dont le terme général 
est de la forme 


D, D; 
a+: TT art: HOMME vd a” 
{ 

D;, D:,..., D, désignant des constantes arbitraires, est une 
série récurrente où l’on a fait la variable pour laquelle Ia 
série est ordonnée —1. Pour avoir la fraction génératrice 
(æ) 
J (x) 


3 





il suffit de poser 
fix)=(x —a)(x —a;)...(x— a), 
Fr b5 + DL bs x EU 1, PAPE Lies D 


et de déterminer les 7 quantités D,, b,, b,,..., b,_; par 
les 7 équations 


b + ba, + b,a +... + bis as ho D, (a, TE 2) (a; —a;)..….{(a;—a), 
b, + b, a: + na Het br a = — D,(a; — a) (a;—a;)...(a;—a), 
b, + ba, + né out ban ——D,(a, — a; (an —@2).. (an— ans). 


En elfet, nous savons que le terme général de la série ré- 





currente qui provient de la fraction (2) est 


J (æ) 
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Maintenant, supposons que À, soit le terme général 
d’une série récurrente, et que A1, 2:,..., À, soient les ra- 
cines de l'équation qu’on obtient en égalant à zéro le dé- 
nominateur de sa fraction génératrice; on aura 


UC 6 
LR retne D PHARE 


En changeant r en r + k et en r + K, et en multipliant, 
il viendra 


P—=1 g—=1 


Arte Arth = > DRE x Et Co En À “4 


P=n q=n 


Et si l’on prend + = k+ K, on aura, en retranchant, 
un résultat de la forme 


I I 
L=A,,r'A;ip—A,.,}.A,,p—= B,, 2 ERNEL +B,, TENTE DDC 
1 A2 CALE 
I 
+ Bi,» Gti ; 


et l'on voit que L est le terme général d’une série récur- 
rente qui naît de la fraction 


… (x) 
FE EP Mk) te => À; X) .… (x Fr Ar 
4 A s | . , |: 7 (ze Fev 1) EAU 
o 62 étant un polynôme d’un degré — , I 


Prenant À = 0, k'— 2, h—h'=—1, on aura le théorème 
particulier dont il était question. 
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SOLUTION DE LA QUESTION 262 


(voir t. XI, p. 401); 


Par M. P. TARDY. 


a — 


L'équation 
n ACER 
(CARRE era — ns ea Cop,n 
n(nr—1)(n7 —2) 


er Ga ps n Fe set Opus 
où z est un nombre entier positif, p une quantité quel- 
conque , et 

> p(pei)22:(p 2-0 


ÉMAE PVO 


donnée par M. Catalan, n’est qu’un cas très-particulier 
de la formule générale du calcul des différences finies 


Af(x)=f(a+n)— f(e+n— 1) 
(1) 


RU + n—2)—...+(—i} f(x). 
Il suffit de poser 
Lien PE(PE RER 2), (PE 
AR ant ET — JU CRE eu 
en effet, il viendra 


df(e)=(— 1)" LE (— py, 


el 


er) ee Creed | 


(927 ) 
en substituant dans l'équation (1), et en intervertis- 
sant l’ordre des termes dans le second membre, nous 


aurons 
pz(pz—1)...(px—n+i1) 
D 6 POUR 


_n(e+i)pf(e+i)p— il]. [e+i)p—r+il 


PSN 


D Re 


1 Cab à cr 2 mat OC LE mal a À 


na LD NTIE 


laquelle, pour x — o, devient la formule de M. Ca- 
talan. 


BIBLIOGRAPHIE. 


Tous les ouvrages annoncés dans les Nouvelles Annales de Mathématiques 
se trouvent chez MaAzceT-BAcHeLier, libraire, quai des Augustins, 55. 


PROGRAMME DES LEÇONS DE GÉOMÉTRIE RATIONNELLE ET 
APPLIQUÉE , professées en la Mairie de Gien, par 
M. C. Bertrand, directeur de l’Institution de cette 
ville. Première partie : Géométrie plane rationnelle, 
suivie de la Géométrie de l'échelle et de la théorie 
de la règle à calculs, Gien; 1853; in-8 de 68 pages, 
1 planche lithographiée. — Prix : 3 francs. 


L'avis qui précède ce programme renferme tant d'idées 
excellentes , que je crois devoir le reproduire in extenso: 
« Les sciences humaines, nées d'hier, sont encore au 
berceau; et cependant l’étude des parties déjà découvertes 
suffit pour absorber la vie entière d’un homme laborieux 
et intelligent, On peut dire du monde de l'esprit, ce que 
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Pascal disait du monde des corps : c’est une sphère infinie 
dont le centre est partout, et dont la limite n’est nulle part. 

»_ Les études géométriques se présentent sous un double 
point de vue : spéculatif et pratique. Lorsque l'étude de 
la géométrie n’a pour objet que les applications de cette 
science à la vie ordinaire, elle se réduit à peu près à un 
petit nombre de théorèmes, dont le système rappelle 
l’humble nom de son berceau : la mesure des choses ter- 
restres. Maïs quand on la considère sous le point de vue de 
la spéculation , elle se présente comme un immense réseau 
de vérités remarquables dont les anneaux s’étendent de- 
puis les axiomes {dont l'évidence est une lumière qui 
efface tout autre moyen de certitude par l’éblouissement 
despotique de son éclat), jusqu'aux limites inconnues de 
l'esprit humain. 

» Aïnsi considérée, elle peut être regardée non-seule- 
ment comme un beau cours de logique formant un salu- 
taire aliment de l’intelligence de l’homme, mais encore 
comme un préservatif certain contre les ennuis insépara- 
bles de toute condition humaine. 

» Quand on observe la multitude innombrable des 
problèmes que cette science peut remuer, on est effrayé 
de la misère de l’esprit humain, etde l'épaisseur des ténè- 
bres qui entourent l'enfance de son savoir et l’orgueilleuse 
vieillesse de son ignorance. 

» Il en est des découvertes dans les sciences comme 
dans la géographie; la chance d’en faire de nouvelles est 
en raison inverse du nombre des navigateurs qui en ont 
déjà exploré l'étendue , avec cette différence que la géo- 
graphie s'arrête à notre chétive planète, tandis que la 
géométrie s'étend au delà des limites du globe ! 

» Une erreur commune à quelques jeunes professeurs 
leur fait croire que ce sont eux qui font les élèves d'élite; 
hélas! non; bien au contraire, ces élèves d'élite arrivent 
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bien souvent à l’état de géomètres inventeurs, malgré les 
soins de leurs maîtres. Cette erreur tient, en général, à 
ce que tel jeune homme présomptueux, qui répète pen- 
dant quelques années les leçons de ses professeurs qui ne 
lui laissent presque rien à trouver seul, arrive trop promp- 
tement à se croire né géomètre! Passe pour répétiteur. 

» Quand on étudie un cours de géométrie; si l'on veut 
le rendre fertile pour soi-même, on doit, après avoir 
compris et appris la démonstration de l’auteur, s'exercer 
à en trouver une autre à soi, sous peine de rester à l’état 
stérile de perroquet géométrique. 

» L’amour-propre mathématique est une espèce de 
vanité qui a deux travers d'esprit principaux : la manie 
de chicaner ou de pointiller sur des arguties prétentieuses 
et stériles, et la manie de l’improvisation apparente de 
la résolution de certaines difficultés. Manie assez funeste 
chez ceux qui sont chargés d'apprendre à apprendre! 

» Il est bon de remarquer que l’on ne trouvait pas ces 
faiblesses chez les Laplace, les Lagrange, les Poisson, les 
Ampère, etc., de savante mémoire ; maïs qu on les trouve 
chez ceux qui n’ont pas élevé les plus beaux monuments 
scientifiques de ce siècle : la mécanique céleste, le calcul 
des variations, la théorie de la chaleur et de l'électricité 
dynamique, etc. 

» Pour détruire cette manie, il suffit de changer quel- 
ques conditions du problème que ces prétendus ämpro- 
visateurs viennent de résoudre si vite, et de leur de- 
mander la nouvelle solution, spontanément et presto. 
L'homme fait est souvent un vieil enfant. 

» On voit bien passer de temps en temps des calcula- 
teurs rapides, ou plutôt des machines à calculs, braves 
gens plus ou moins pétres; mais on attend encore le pas- 
sage d’une machine géométrique, se mouvant avec une 
vitesse.de plusieurs problèmes à l'heure, 
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» Je me borne à dire au lecteur que le grand Newton, 
qui cachait aussi dans la synthèse les tâtonnements de 
son analyse, se trahit un jour en disant : J’ai trouvé les 
lois du système du monde, en y pensant toujours. Dans les 
sciences comme dans les arts, le premier des inventeurs 
est le tâtonnement marié à l’expérience : union sublime, 
qui couve le génie dans une mystérieuse incubation. 

» La Géométrie a du reste, comme toutes les sciences, 
ses fanatiques et ses détracteurs. J'ai toujours rencontré 
ses fanatiques parmi ces âmes ardentes qui cherchent avec 
enthousiasme la vérité. Quant à ses détracteurs, je Les ai 
presque toujours rencontrés parmi ces hommes qui cher- 
chent à déprécier ce qu’ils ne comprennent nullement, ou 
qui redoutent le compas dans la mesure de leur savoir {*). 

» Je terminerai en redemandant encore une fois la tra- 
duction, dans notre langue, des travaux des géomètres 
étrangers; et la rédaction, par une Commission compé- 
tente, d'ouvrages nationaux pour l’enseignement des 
mathématiques dans nos lycées et institutions (avec révi- 
sion tous les dix ans, par exemple), en l’escortant d’un 
catalogue renfermant les énoncés de toutes les proposi- 
tions mathématiques actuellement connues (peut-être 
4 ou 5 mille au plus), avec l'indication des sources où 
on les trouve démontrées ex-professo. Mais J'ajouterai 
que je n’attends plus l'exécution d’un ouvrage qui serait 
si utile aux jeunes intelligences, tout en rendant à cha- 
cun selon ses œuvres. La lumière n’est pas favorable à 
tout le monde; et certaines plantes ne prospèrent qu’à 
l’ombre. | | 

» Je finis en remarquant que la Géométrie a aussi sa 
métaphysique. Par exemple, en changeant de définitions, 
pourrait-on établir plusieurs séries différentes de vérités 


(*) C’est cela. M. Bertrand met le doigt sur la plaie. 
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séométriques? Existe-t-il plusieurs sortes d’incommen- 
surabilités? Quel est le meilleur enchaînement possible 
des propositions géométriques? etc. Je conseille au lec- 
teur de ne s'occuper de ces questions philosophiques que 
dans ses moments perdus; il est à peu près certain d’en 
augmenter ainsi le nombre. » 

Nous partageons les vœux patriotiques de l’auteur, 
et, avec lui, son peu d’espoir de les voir réalisés (*). 

La lecture de ce programme procure un plaisir instruc- 
tif; c'est un panorama géométrique. Les énoncés de 
214 théorèmes, méthodiquement classés, font connaître 
ou rappellent les richesses de la géométrie élémentaire 
moderne. 

« Notre intention est d'aider le lecteur laborieux et 
» intelligent à se rendre capable d'étudier seul la plus 
» grande partie des propositions déjà trouvées; et nous 
» ajouterons qu’un livre bien utile serait celui qui ren- 
» fermerait les-énoncés seuls de toutes les propositions 
» mathématiques actuellement connues, et l'indication 
» des sources francaises et étrangères où on les trouve 
» développées » (page 38). | 

Ces théorèmes sont fondés sur des principes et entre- 
mêlés de corollaires, de problèmes et de réflexions très- 
judicieuses. Citons encore : 

« Il y a généralement trois parties dans l’étude d’un 
» problème : la mise en construction, la preuve et la dis- 
» cussion. La mise en construction a pour but de lier les 
» données à l’inconnue par une série d'opérations in- 
» strumentales, idéales ou effectives, qui ont pour objet 
» de mettre l’inconnue en évidence. Il n’est pas possible 





(*) Une telle Commission n'est-elle pas aussi utile que celle qui a pour . 
mission de recueillir les complaintes et ponts-neufs que l’on braillait dans 
les carrefours au moyen àge, vers lequel on nous pousse? Sans en avoir 
l'intention, on défait le xvu® siècle, pour revenir au genre chinois, à Is 
culture du laid idéal. Tu. 
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» de donner de règle générale pour la mise en construc- 
» tion : c’est une affaire de sagacité personnelle et de 
» génie. L'étude et la méditation perfectionnent cette 
» aptitude naturelle de l'esprit, mais elles ne sauraient 
» la donner. Le procédé le plus usuel consiste à supposer 
» le problème résolu et à s’efforcer de changer la diffi- 
» culté (au moyen de lignes auxiliaires que l’on trace) 
» contre une autre plus facile à résoudre. La collection 
» des théorèmes peut être comparée à une sorte de trous- 
» seau de clefs que l’on essaye aux serrures à secret des 
» problèmes. L'expérience et les lueurs de l'esprit dimi- 
» nuent le nombre des essais malheureux, mais c’est 
» tout ce que l’on peut espérer » (page 15). 

M. Bertrand, animé d’un esprit philosophique, aussi 
rare chez nos géomètres que l’esprit géométrique chez nos 
philosophes, a dressé avec beaucoup de logique le cata- 
logue des propositions de la géométrie d’'Euclide, de la 
séométrie segmentaire, et des problèmes et conséquences 
qui s’y rattachent. La théorie des faisceaux anharmoniques 
manque. La géométrie de la règle de Lambert (*) et de la 
géométrie du compas de Mascheroni ne sont qu’esquis- 
sées. Nous louerons beaucoup le savant auteur de s’être 
montré peu francais, en citant des noms propres et des 
données historiques. C’est d’un bon exemple. 

Loin d’être omise, la pratique est enseignée comme 
découlant de la théorie, et l’on voit ici, pour la millième 
fois , qu’une pratique raisonnée est infiniment plus facile 
que l’empirisme tant prôné. La saine et véritable doctrine 
d'Euclide, expulsée des lycées de nos grandes villes, s’est 
réfugiée dans la maison communale de Gien. | 


-(*) I n'y a que la première parte de cette géométrie qui soit traduite. 
M. Bos, studieux professeur attaché au lycée de Louis-le-Grand, traduit 
la seconde partie, qui sera insérée dans nos Annales, . 


SECONDE SOLUTION DE LA QUESTION 275 
(voir t. XII, p. 441 ); 
Par M. GILBERT {Puirrprr), 
Élève à l'Université de Louvain. 


nt 


Le triangle ABC a un sommet fixe À, un angle con- 
stant À, les sommets B et C sont sur une droite fixe. 
Quelle est l’enveloppe du cercle circonscrit au triangle? 

Soit XX! la droite fixe. Du point À, sur cette droite, 
abaissons la perpendiculaire AD ; soient O le centre du 
cercle circonscrit à ABC, OP perpendiculaire sur XX’, et 


irons OA, OB, OC. On a 
OA — OB = OC, 
angle BOP — È angle BOC — angle BAC — A, 
2 
OP — OB cos BOP = OA cos A, 
d’où 
GA UTC 
OP cosA 





OA : 
Le rapport op ‘*t constant et > 1; donc le lieu des cen- 


tres O est une hyperbole dont À est un foyer, XX {a di- 
rectrice correspondante, et dans laquelle le rapport de 


te CE | \ , , I 
l’excentricité 2c à l'axe réel 2a est égal à me Son 


axe est dirigé suivant AD. 


SA I 
Pren 1r oint Siel. que = = ———; Ssera 
ant sur AD un poi HAUSSE? 


l'un des sommets de l’hyperbole. 
On a ensuite 
CHATS A..5D;, 
Ann. de Mathémat., t, XIII, (Janvier 1854.) 3 
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d'où 
cC—aiaZSA—SD:SD, c— a—=SÂ; 
donc 
SA SD 
Fe Nc RAP (A 
SA = SD 


Portant cette longueur sur l'axe, à partir du sommet S, 
on aura le centre E de lhyperbole, et le second foyer A!, 
en prenant EA’ = EA sur cette même droite. La branche 
de courbe qui répond au foyer À correspond aux posi- 
tions de l’angle À, dans lesquelles ses deux côtés ou les 
deux prolongements viennent rencontrer XX’, et l’autre 
branche aux positions où l’un des côtés et le prolonge- 
ment de l’autre déterminent le triangle ABC. 

Cela posé , si le centre O du cercle circonscrit est sur 
la première branche, on a, par la propriété de l'hyper- 
bole, 

OA’— OA—2a, où OA = OA + 2a; 


sur la seconde, on a 


OA—OA'—2a, où OA'—=OA— 24. 


Donc, si du foyer À’ comme centre, et d’un rayon 2 a, on 
décrit un cercle, il sera tangent au cercle mobile, car la 
distance des centres sera égale à la somme des rayons 
dans le premier cas, à leur différence dans le second. Le 
cercle est donc l’enveloppe demandée. 

Remarques. On y arrive aussi en observant que la 
corde d’intersection de deux cercles infiniment voisins est 
perpendiculaire à la sécante OO qui passe par leurs cen- 
tres, et qui a pour limite la tangente en O à l’hyperbole, 
de sorte que le point d’intersection limite, qui appartient 
à l'enveloppe, estsur la perpendiculaire AT à cette tangente 
en O, à une distance TM — TA. On retrouve ainsi le 


même cercle. 


" 


95 } 
“ ï a 
Si A — 90 degrés, cos A — 0, - = æ, SD — 0, l'hy- 
; «a 1 


perbole se réduit à la droite XX’, et l'enveloppe à un 
point, symétrique au point À, par rapport à XX’. 


THÉORÈME SEGMENTAIRE SUR LE TRIANGLE INSCRIT DANS 
UNE CONIQUE. 


Taéorime. Un triangle étant inscrit dans une cont- 
que, toute sécante menée par le pôle d’un des côtés 
coupe les deux autres côtés en deux points polairement 
conjugués. 

Démonstration. Soit ABC le triangle inscrit; par le 
pôle de AB menons une sécante coupant le côté BG en D ct 
côté AC prolongé en E; soient F le point où la droite BE 
rencontre la conique et G le point de rencontre des côtés 
opposés AB, CF du quadrilatère inscrit ABCF, et D' le 
point d’intersection des diagonales AF, BC du même 
quadrilatère. D’après une propriété connue, les trois 
points D’, E, G sont polairement conjugués, et D’G est 
la polaire du point E qui est sur la sécante: mais BAG est 
la polaire d’un autre point de la sécante, donc G est le 
pôle de la sécante DE; mais G est aussi le pôle de la 
droite D'E, donc les points D et D’ se confondent: 
done D et E sont polairement conjugués. CO De 

Corollaire 1. Si la sécante est un diamètre conjugué 
au côté AB, le demi-diamètre est une moyenne propor- 
tionnelle géométrique entre OD et OE, O étant le centre 
de la conique. ; 

Corollaire 2. Connaissant trois points d’une conique 
et le centre, le corollaire précédent fait connaitre la 


de 
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grandeur d'un demi-diamètre conjugué à l’un des côtés 
du triangle donné, et par conséquent on peut construire 
tous les éléments de la conique sans qu'elle soit tracée. 

Corollaire 3. Étant données cinq tangentes à une coni- 
que ; au moyen du théorème de Newton sur le quadrila- 
tère circonscrit, on détermine le centre; par le théorème 
de Brianchon sur l’hexagramme circonscrit, on détermine 
les points de contact; l’on revient ainsi au corollaire 2 


se 


Corollaire 4. Etant donnés cinq points d’une conique ; 
au moyen de ['hexagramme de Pascal, on détermine les 


cinq tangentes qui passent par ces points, et l’on revient 
au corollaire 3. 


Note. J'ai trouvé ce théorème, réduit au corollaire 1°", dans l'ouvrage 
suivant : Traltato elementare di Geometria analitica ; per Rafaele Rubini. 
Napoli, 1852; in-80° de 496 pages. C’est l’œuvre d’un jeune homme, dédié 
à son professeur Fortunata Padula, auteur d’un Raccolta di problemi di 
geometria risoluti con l’analisi algebrica. La simple démonstration segmen- 
taire du théorème m'a été donnée par M. A. Mannheim ; l’habile géomètre 
vient de faire construire une Règle à calcul cylindrique, plus commode, 
plus exacte, que sa règle plate (voir t. XII, p. 327), et plus porta- 
tive (*}). Nous remarquerons, à cette occasion, qu’à la Notice bibliogra- 
phique donnée par M. Benoît, sur cette règle (voir t. XII, p. 328), on 
doit ajouter l’ouvrage Usus scalarum logisticarum, du célèbre Segner (Jean- 
André de), et qui ne se trouve pas à la Bibliothèque impériale. 





EXERCICE SUR UNE ÉQUATION NUMÉRIQUE : 
Par M. KORALEK, 


Employé au Ministère de l’Agriculture , du Commerce et des Travaux 
publics (bureau de la Statistique générale de France). 


Dans le célèbre Mémoire sur Uranus, M. Le Verrier 
parvient à l'équation suivante : 


507 x + 4951 x° + 5892 x° + 2876 x + 6942 = 0, 


(*) Le théorème est cité dans la Géométrie analytique de MM. Bouquet 


et Briot (p. 370); on peut le déduire du théorème de Desargues sur l’in- 
volution. 


Car 

et 11 démontre que les quatre racines sont imaginaires ; et 
c’est ce que MM. Prouhet et Vincent ont aussi démontré 
d'une manière plus simple (Nouvelles Annales, t. X); 
dès lors on peut SAPPHOEES à cette équation la méthode de 
solution que j'ai naguère indiquée ( Nouvelles Annales, 

t. XI, p.117). À cet effet, changeant x en —x;, on 
obtient 


af — 2 ax + bx? — 2cx + d=0, 

49951 5892 2876 ; 6942 
, b — —— DCE d's « 
5797 5797 5797 5797 

2a — 0,8540624, 

b==:1,0163178; 

2c — 0,49061187, 

LA 1010 100: ‘ 


D'E—= 














Soient a fi, «, fi les quatre racines de cette équa- 
uion; posant 


K re Xi s 
on obtient l'équation 


167 -8by + (b— 4{ac—Âd)y —abc+a d+c=0o (*), 








1120163506 
b' + 4 ac — fd = Ra ) 
gp — 47136 
5797 ” 
nn ja __ 335544046065, 5 
265707 
Faisons y — a NOT ta 
7h, 95974 


(1) 160— 49,130 0° — 112,016356 v + 33,5544046655 = 0, 
(2)45— 2,946 v°— 7,00102226 v + 2,09715029159375 = 0. 


(*) IL existe une faute typographique ; au lieu de abd, il faut a° d 
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Faisant disparaître le deuxième terme en posant 
p—=.2 nue = z+ 0,992, 
on obtient 
(3) 2? — 9,89399425 z — 6,67178589390625 = 0; 
la solution trigonométrique donne ( Vouvelles Annales, 


t IX ;-p:374) 


7 —  9:89399425, 7" sin 39 = — 6,6717869, 


r = — 3,632078, he ae 16.567412 
donc les racines de l’équation (3) 
ZA=rsiny, 2z—rsin(60—#), 3, — — rsin (60 +), 
ou 
à = — 0,7105916, 
2, = — 2,729300, 


3 = + 3,430982. 
Vérification. 
ni+au+ m0, 22 —06,671980; 
donc, exact à 6 millionièmes près. 
Quant aux racines de l’équation (2), on a 


»—z—+ 0,982, 


donc 
bi 20,27140048 
TEE, »747390 , 
v, = + 4 ,4210982 ; 
el, par suite, 
Yi = 0,04681877, 
Va Ve .0 ,8014800% 


Yi /v0,7026087, 
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Avec les valeurs de 


fi 0,3014300, 


on a (voyez t. XI, p. 115) 


a —+.0,8025907, 
aie 20, 0790079: 
8 —+ 0,8118180, 





B= + 0,8819542 — Fe F 7) Ë 


servant de contrôle. 
Les racines de l'équation (1) sont conséquemment 


x Bi —  0,8025987 + 0,8118180 V——, 
e HBi=-20,3755675 Æ 6,8810542 V1. 
Vérification. 
On a 
æ — . 0,0441047 
f— o,6590483 
dt 0, 1400) 10 
(y Bi= 0,7778437 
Aa —=—1,2057199 
RH Bai + Bi t+au = 1,0163878 —b—1,0163878 
très-ExacL. 


2 (a + «) —0,8540024 — 24, 
(2) mfa+8B)+a(xi +8) =+0,2480592 —c—0,2480503; 
exact à une unité décimale du septième ordre. | 
(8) (HR) (ai +) = 1,1979188 = d = 1,1978159; 
très-exact. 
On a donc, pour l'équation donnée, les quatre racines 
— 0,8025987 + 0,8118180 = 
0,3755675 Æ 0,8819542 —1. 
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Nore pu RépAcreur. 


Sur les équations numériques à coefficients approches. 


Ce genre d'équations, les plus fréquentes qu’on ren- 
contre dans les mathématiques ‘appliquées, et surtout en 
astronomie, présente une difficulté grave. Soit l’équa- 
tion 

ax Dir Eh € —=:°û s 


supposons que D? — 4 ac soit une quantité positive très- 
petite, les deux racines sont réelles. Pour peu qu’on aug- 
mente les coeflicients a et c, le binôme b°— 4 ac peut de- 
venir négatif, et les racines devenir imaginaires. Le mème 
fait se présente dans une équation quelconque. La plus 
légère altération dans les coeflicients peut faire passer des 
racines de la réalité à l’imaginarité, et vice versä. Lors 
donc qu’on a trouvé les racines réelles et imaginaires d’une 
équation dont les coefficients ne sont qu’approchés, com- 
ment savoir si l’on ne trouve pas d’autres résultats en 
poussant l’approximation plus loin? Exemple : Dans le 
Mémoire cité ci-dessus, on lit une équation du dixième 
degré, et l’on indique quatre racines réelles approchées ; 
ces racines procurent un facteur de quatrième degré, à 
coefficients approchés ; divisant l’équation donnée par ee 
facteur, on parvient à une équation du sixième degré, à 
coefficients approchés, et l'on démontre que cette équa- 
tion a six racines imaginaires ( Vouvelles Annales, 1. X, 
p. 89 et 299); et de là l’auteur du Mémoire conclut que 
l'équation du dixième degré a aussi six racines imagi- 
naires. Cette conclusion, portant sur des coellicients ap- 
prochés, d’après les raisons exposées ci-dessus, ne me 
semble pas légitime. Ce point d'analyse, vu son impor- 
tance pratique, mérite d’être éclairei. Du reste, M. Kora- 
lek a démontré directement que cette équation du dixième 
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degré n'a que quatre racines réelles, ainsi que nous le 
verrons prochainement. 








THÉORIE GÉOMÉTRIQUE DE LA PARABOLE (*); 
Par M. CHarces MÉRAY, 


Élève du lycée Saint-Louis (institution Barbet ). 


Définitions. 


J'appelle conique le lieu des points d’intersection des 
rayons homologues de deux faisceaux homographiques. 
Une telle courbe est toujours rencontrée par une droite 
en deux points (réels ou imaginaires). Car ces points 
sont les points de deux divisions homographiques, tracées 
sur cette droite par les faisceaux générateurs. Il s'ensuit 
que si autour de deux points quelconques d'une conique, 
on fait tourner deux droites mobiles se coupant sur la 
courbe, les faisceaux ainsi formés autour des points fixes 
seront homographiques. Car à un rayon de l’un corres- 
pond toujours un seul rayon de l’autre, ce qui est le 
caractère essentiel des faisceaux homographiques. 

Progrème. Construire la tangente en un point donné 
de la courbe formée par les faisceaux 0, 0’. 

Soient »: le point donné, et rr' le point infiniment voisin; 


mm est la tangente demandée : la droite om o!m/ ; om .0 m 
passe par &, point d’intersection des rayons qui, dans 
chaque faisceau , correspondent à la droite 00’ considérée 
comme étant un, rayon de l’autre; rayons que la théorie 





(*) Ce qui est entre guillemets ne se trouvait pas dans la composition 
présentée au grand concours de 1853 (voir t, XII, p. 314). 
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des faisceaux homographiques apprend à construire 
(Géométrie supérieure, n°% AA et 114); de plus, dans 
le quadrilatère omo'm', la diagonale 00° est coupée 
harmoniquement par les deux autres qui sont mm! et 


om! om; onŸ om; donc, pour avoir la tangente deman- 
dée, menez mw et prenez la conjuguée harmonique de 
cette droite par rapport à mo et m0". On voit, par ce qui 
précède, que les droites 0w, o!w, sont les tangentes à la 
courbe aux points 0, 0’. 

Soient O, O’ ces tangentes, M la tangente à la courbe 
au point m; a, a ses points d'intersection respectivement 
avec O et O’; «, &' les traces des rayons om, 0! m respecti- 
vement sur O et O’. Les quatre points &, 4, 0, © sont en 
rapport harmonique: on a donc l'équation 


0 € & 4 
RTE LACET 
0 6) & &) 
ou bien 
04.ou — 0w.xt O0); 


les points mobiles «, a divisent donc homographiquement 
la droite O | Géométrie supérieure, n° 164, équ. (2)]; il 
en est de même pour les points a&/, a! relativement à la 
droite O’; mais les points #, « appartiennent évidemment 
à deux divisions homographiques formées sur les droi- 
tes O, O, par les faisceaux 0, 0’: done les points «, a! 
divisent homographiquement les droites O, O’; par con- 
séquent : toute conique est l'enveloppe des droites qui 
J6ignent les points homologues de deux divisions homo- 
graphiques. Donc, d'un point quelconque À on ne peut 
mener que deux tangentes (réelles ou imaginaires) à 
une conique. Ces langentes sont les rayons doubles des 
faisceaux homographiques À a, À a. La réciproque de ce 
théorème se démontrerait aisément, par des raisonne- 
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ments tout à fait corrélatifs à ceux-ci. I n'y aurait qu'à 
remplacer, dans la démonstration précédente, les points 
par des droites, et réciproquement. 

Je pourrai donc, dans ce qui suit, prendre aussi pour 
définition des coniques cette dernière propriété. 

Les coniques se partagent en trois genres bien diffé- 
rents par la considération de leurs points situés à l’infini. 

Je suppose que l’on transporte un des faisceaux généra- 
teurs parallèlement à lui-même, de manière que son centre 
coïncide avec celui de l’autre. Il peut se présenter trois cas: 
les rayons doubles peuvent être réels et différents, imagi- 
naires, coïncidents. Dans le premier cas, les points de la 
courbe situés à l’infini sont réels et diflérents, la courbe 
a deux asymptotes réelles parallèles aux rayons doubles, 
cest une 2yperbole ; dans le second cas, les points à l’in- 
fini sont imaginaires, la courbe est une e/lipse; enfin, 
dans le troisième cas, les points à l'infini coïncident et 
la courbe est une parabole. On voit par là que la para- 
bole est tangente à la droite de l'infini. Puisque la droite 
de l’infini est une des tangentes de la parabole, les divi- 
sions homographiques, tracées sur deux tangentes fixes 
par une tangente mobile, sont semblables, car, dans 
ces divisions , les points à l'infini, dans chaque division, 
sont homologues (Géométrie supérieure, n°125). La réci- 
proque est évidente. 

Si l’on transporte, où on le voudra, dans le plan et 
parallèlement à eux-mêmes les faisceaux générateurs 
0, 0’, la conique correspondante restera toujours homo- 
thétique à elle-mème , et l’on peut remarquer que l’angle 
des rayons doubles des faisceaux dont les centres coïnei- 
dent et dont j'ai parlé plus haut, n’a pas changé, et que 
réciproquement si cet angle est constant dans le mouve- 
ment , la forme de la conique ne change pas. Donc : deux 
hyperboles qui ont méme angle asymptotique sont sem- 
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blables ; et, par suite, deux paraboles quelconques sont 
semblables, puisque, dans ce cas, cet angle est: toujours 
nul. Je ferai remarquer que chaque couple de ces rayoñs . 
doubles forme une conique semblable à une des coniques 
engendrées par les faisceaux 0, 0”. 


Equation générale de ces courbes en coordonnées 
rectangles. 


« Une des équations qui expriment l’homographie des 
» faisceaux o et o’ est, comme on le sait, 


sin (A, M) sin ( A’, M’) 
© = > (Géométrie supérieure, n° 145.) 
S(B, M) {MO À : 
» À, B, M sont dans le faisceau o les homologues respec- 
» üfs de À’, B', M’, dans le faisceau o/, et À est une con- 
» stante quelconque. Je prends pour axes une parallèle et 
» une perpendiculaire à 00!; si «, 6, a, 5, u, p!, sont 
» les angles que font, avec l’axe des x, (00/), A, B, A’, 
» B', M, M’, l'équation précédente s’écrira 

sin(u— a) .sin(p—a) 

sin(p—$)  sn(#—f) 


» ou, si l’on désigne par (a, b), (a', b), (x, y), les coor- 
.» données des points 0, 0°, m, | 




















COS x ie UE RS SI Ce ——— Ce 

cos HT. RAIN 2 PRO E in NE 

Eee etait ‘re af ae 

cos a” Pi PME —;sin & RE Pt 
Sn Etes dd) ONG PPS 

cos f — SA — sinf — (x — a’) 


Vo=eter Von e-d 
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» Cette équation est toujours du second degré, ce 
» qu'on pouvait prévoir, car la courbe est toujours coupée 
» par une droite en deux points. Nous verrons plus bas 
» comment elle se simplifie, par un choix convenable 
» d’axes. On voit de suite, par cette équation, que si la 
» conique se réduit à deux droites, la fonction du pre- 
» mier membre se décomposera en facteurs du premier 
» degré. Il n’y a qu'à prendre dans l'équation précédente 
» 00! pour À et À’. Réciproquement, toute courbe du se- 
» cond degré est une conique, car J'ai démontré plus 
» haut qu’une courbe jouissant de la propriété d’être tou- 
» jours coupée par une droite en deux points en était une.» 

Les belles propriétés des quadrilatères et hexagones 
inscrits ou circonscrits à des coniques, sont trop connues 
pour qu'il soit besoin d’en parler ici, je les admettrai 
donc; du reste, ces propriétés découlent immédiatement 
des définitions précédentes. 


Théorie des pôles et des polaires. 


Prosiime. On donne une conique È et un point À dans 
le plan, par ce point on mène une droite quelconque A ; 
soient <, ® les points (réels, imaginaires) de la conique 
situés sur À, et À le conjugué harmonique de À par rap- 
port à €, ©; on demande le lieu de \ quand on fait 
mouvoir À auiour de À. 

Soient 0, 0’ les faisceaux générateurs ; les rayons homo- 
logues M, M'de ces faisceaux tracent sur À deux divisions 
homographiques dont les points doubles sont & et 6; mais 
(Géométrie supérieure, n° 267) quand deux divisions ho- 
mographiques sont formées sur une mème droite, le conju- 
gué harmonique d'un point de la droite par rapport aux 
points doubles est le même que le conjugué harmonique 
du mème point par rapport à ses deux homologues, quand 
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on le considère comme appartenant successivement aux 
deux divisions ; or le lieu de ces points homologues se com- 
pose actuellement de deux droites, qui sont dans le second 
et le premier faisceau les homologues de o À, 0", considé- 
rées comme appartenant au premier et au second : donc 
le lieu demandé est la polaire du point À par rapport à 
ces droites. Cette droite est appelée la polaire du point À 
par rapport à la conique Z. On conclut facilement de ce 
raisonnement, que dans tout quadrilatère inscrit à une 
conique, chaque diagonale est la polaire du point d’in- 
tersection des deux autres diagonales. Si l’on considère 
une conique comme l'enveloppe des droïtes qui joignent 
les points homologues de deux divisions homographiques, 
on verra par un raisonnement corrélatif au précédent, 
que si l’on a une conique Z et une droite À , et que de 
chacun de ses points on mène deux tangentes E, ® à 
la courbe Ë, l'enveloppe de la conjuguée harmonique A' 
de À par rapport à E, Ÿ est un certain point fixe. Ce 
point est appelé le pôle de la droite À. Ce raisonnement 
ferait voir facilement que dans tout quadrilatère circon- 
scrit à une conique, le pôle d’une diagonale est le point 
d’intersection des deux autres diagonales. Remarquons 
aussi que /a polaire d’un point est la droite qui joint les 
points de contact des tangentes à la courbe issues de ce 
point, et que le pôle d’une droite est le point de concours 
des tangentes menées aux points d’intersection de la 
droite et de la courbe. Cela posé, il est visible qu'une 
droite À est la polaire de son pôle À. 

La polaire À d'un point } contient le pôle r d’une 
droite quelconque 1 qui passe par le point À; car, soient 
e, © les points d’intersection de la conique avec À, le 
conjugué harmonique 7 de ALT, par rapport à « eto, jouit 
de la propriété de diviser harmoniquement, conjointement 
avec la conique et la droite IT, deux droites qui sont À et 
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rÀ. Donc, si un poënt décrit unie droite, sa polaire, par 
rapport à une conique fixe, enveloppe uri point, et réct- 
proquement. «On aurait pu parvenir par une autre voie 
» également simple, aux propriétés des pôles et des po- 
» Jaires ; car soient un point À, les tangentes E, ® issues 


» de ce point à une conique, €, © leurs points de contact, 


A 


» et À la corde de contact: le triangle À£0 est un véritable 
» quadrilatère inscrit à la conique, deux côtés coïncident 
» sur À ; donc, en vertu du théorème de Desargues, une 
» sécante M coupe la conique et le quadrilatère en six 
» points en involution; deux points conjugués coïncident 
» sur À., et si la sécante passe par le point À , deux autres 
». points conjugués coïncideront avec À. Ces poinis sont 
» donc les points doubles de linvolution ; par suite, ils 
» sont conjugués harmoniques par rapport aux points 
» d’intersection de la sécante avec la conique. On démon- 
» trerait tout aussi facilement la seconde propriété, en 
» considérant le triangle EPA comme un quadrilatère 
» circonscrit. Mais ces solutions ont l’inconvénient d’être 
» moins directes que les précédentes ; on n’en peut pas 
» tirer immédiatement les propriétés des quadrilatères 
» inscrits et circonscrits trouvées plus haut. » 

Deux points sont dits conjugués quand la polaire de 
lun passe par l’autre, et deux droïtes sont dites conju- 
guées quand le pôle de l’une est situé sur l'autre. Si l’on 
conçoit tous les couples de points conjugués situés sur une 
droite À, ces points forment deux divisions homogra- 
phiques en involution, dont les points doubles sont les 
points d’intersection de la conique avec la droite À. Si, de 
même, on conçoit tous les couples de droites conjuguées 
passant par un point a, ces droites formeront autour 
du point deux faisceaux homographiques en involution, 
et les rayons doubles seront les tangentes à la conique 
issues du point &. Quand on a deux faisceaux homogra- 
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phiques en involution, il existe toujours un système de 
deux rayons conjugués rectangulaires ; et s'il y en a plus 
d’un, tous les rayons sont respectivement perpendicu- 
laires à leurs conjugués (Géométrie supérieure, n°° 249 
et 250). Donc, en chaque point du plan d'une conique 
il y a un système de deux droites conjuguées rectangu- 
laires. Je parlerai plus bas des points remarquables autour 
desquels une droite quelconque est perpendiculaire à sa 
conjuguée. 


Du centre et des diamètres. 


Si l’on considère le point dont la polaire est à l'infini 
(ce point existe toujours, car une droite n'a qu'un pôle, 
et, par conséquent, ce pôle ne peut pas être imaginaire), 
on voit facilement que, dans l’ellipse ou l’hyperbole, ce 
point n’est pas à l'infini, car ces courbes ne sont pas tan- 
gentes à la droite de l'infini; qu’il est le milieu de toutes 
les cordes quiy passent, c'est-à-dire le centre de la courbe; 
que le lieu des milieux des cordes parallèles à une direc- 
tion donnée est une droite qui passe par le centre, c’est- 
à-dire que dans ces courbes tous les diamètres sont des 
droites. On voit de plus que, dans l’hyperbole, les asymp- 
totes passent par le centre. Deux droites conjuguées pas- 
sant par le centre jouissent évidemment de cette propriété, 
que lune divise en deux parties égales toutes les cordes 
parallèles à l’autre, et réciproquement : ce sont des dia- 
mètres conjugués. Il suit de là que les ellipses et les hy- 
perboles ont toujours deux axes de symétrie : ce sont les 
droites conjuguées rectangulaires qui passent par le centre. 

Dans la parabole , aucun point de son plan ne peut étre 
considéré comme en étant le centre, car si ce point existe, 
il sera évidemment le pôle de la droite de l’infini ; et comme 
ce pôle est situé sur la courbe (puisque la parabole est 
tangente à la droite de l'infini}, il ne peut être le milieu 
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des cordes qui y passent. Il est donc inexact de dire que 
la parabole a un centre à l'infini, car cela reviendrait à 
dire que certaines droites coupent cette courbe en trois 
points (*). Tous les diamètres de la parabole sont des 
droites qui passent par le point de contact de la courbe 
et de la droite de l'infini, et cette courbe n’a qu’une axe 
de symétrie. 

Quand on a deux faisceaux homographiques en invo- 
lution , il existe les relations suivantes : 





É sin(E,M)  sin(E, M) \ 
“sn(F,M)  sn(F,M') 
l è Géométrie supérieure, 
sin(A,M)sin(A,M') 


2 —— 2 = fs: n° 259. 
sin (A, M) sin (A’,M') Te à | 


3°. tang (O,M).tang (O, M’) = const. 


Dans la première équation, E, F sont les rayons doubles, 
M, M’ deux rayons conjugués quelconques; dans la 
deuxième, (A, A’), (M, M') sont deux couples quel- 
conques de rayons conjugués : dans la troisième, O est un 
rayon perpendiculaire à son conjugué, et (M, M’) un 
couple quelconque de rayons conjugués. Donc, puisque 
dans les ellipses et les hyperboles , les diamètres conju- 
gués forment deux faisceaux en involution , ces trois équa- 
tions seront autant de propriétés de ces diamètres. Les 
deux dernières fournissent la relation connue qui existe 
entre les coeflicients angulaires de deux diamètres conju- 
gués d’une ellipse ou d’une hyperbole rapportée à deux 
diamètres conjugués quelconques, à savoir 


nun = const. 


La dernière se rapporte au cas où les axes de coordonnées 
seraient les axes mêmes de la courbe. Dans le cas de l’hy- 





—— 


(*) Nous n’admettons pas cette assertion, le mot centre n’a pas ici la 


signification ordinaire. Tu. 


Ann. de Mathémat., t, XIE, (Février 1854.) À 
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perbole, les rayons doubles des faisceaux en involution 
formés par les diamètres conjugués sont les asymptotes ; et 
si l’on rapporte la courbe à ces droites, l'équation 1° 
fournira, entre les coeflicients angulaires m, m'de deux 
diamètres conjugués, la relation aussi connue 


M + M — 0. 


Si dans l’ellipse ou l’hyperbole on joint un point de la 
courbe aux extrémités d’un diamètre, ces droites seront 
parallèles à deux diamètres conjugués; il existera donc, 
entre les angles que font ces droites avec le diamètre fixe 
et son conjugué, les relations (1); et si l’on exprime dans 
2° ou 3° les rapports de sinus au moyen des coordonnées 
du point, on aura l’équation de la courbe rapportée à 
deux diamètres conjugués ou aux axes; on trouvera 
ainsi 

2 2 
| à sel à 
M et N sont de mêmes signes si la constante est négative, 
et de signes contraires si elle est positive. Pour la para- 
bole, des considérations analogues donneraient 


(x, y), (x',y’) étant deux points de la courbe rapportée 
à un diamètre et à la tangente à son extrémité ‘ou bien 


Ye: 


Propriétés des points tels que, autour de l’un d'eux, 
une droite quelconque est perpendiculaire à sa con- 
juguée. 

Soient une conique À et un quadrilatère circonserit, 
dont les couples de sommets opposés sont a, a! ; b, b'; 0, c'; 
menons d’un point « les droites «a, aa!, ab, abl,ac, ac', 
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et les tangentes M, M’ à la courbe; si l’on prend les deux 
droites E, ®, qui sont conjuguées harmoniques à la fois, 
relativement à a, aa’ et M, M’, elles le seront aussi par 
rapport à &b, «b'etaæc, «c', puisque, en vertu d’un théo- 
rème connu {le théorème corrélauf de celui de Desargues), 
trois quelconques des couples &a, « a’; «b, ab'; ac, œc'; 
M, M' sont en involution ; par conséquent, si on prend les 
points d’intersection €, ç de E, Ÿ, avec une diagonale quel- 
conque, bb’ par exemple, et qu'on fasse varier le point &, 
les points tels que €, © formeront sur cette droite deux 
divisions homographiques en involution, dont les points 
doubles sont à et D’. On peut donc affirmer que st, pour 
chaque point à du plan ,ilexiste deux droites conjuguées 
telles, que leurs points d’intersection avec une droite fixe 
forment deux divisions homographiques. en involution, 
ces droites jouiront de la méme propriété relativement à 
chacune des diagonales d'un quadrilatère circonscrit à 
la conique, dont deux sommets opposés sont les points 
doubles de ces divisions en involution;et l’on peutobserver 
que les points doubles des divisions en involution formées 
sur ces dernières droites, sont les sommets du quadrila- 
tére. 

Si en chaque point du plan d’une conique, on conçoit 
les droites conjuguées rectangulaires qui y passent, ces 
droites forment, sur la droite de l'infini, deux divi- 
sions en involution. Soient p, g les points doubles; si de 
ces points on mène des tangentes à la conique, on for- 
mera un quadrilatère qui, en vertu du théorème précé- 
dent , jouira de la propriété, que les deux autres diago- 
nales seront divisées en involution par les droites conju- 
guées rectangulaires. Comme, dans tout quadrilatère 
circonscrit, le point d’intersection de deux diagonales est 
le pôle de la troisième, et que, dans tout quadrilatère, le 
segment compris entre deux sommets opposés est divisé 


4: 
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harmoniquement par les deux autres diagonales, les deux 
droites qui, conjointement avec la droite de l’énfini, 
jouiront de la propriété d’être divisées en involution 
par les droites conjuguées rectangulaires, seront les axes 
de la conique, et sur chaque axe, les points doubles se- 
ront de part et d'autre du centre et à égales distances. 
Je désignerai ces points par f, f13 f", f,: 

Étant donnée une droite, il y en a toujours une autre, 
et une seule, qui jouit de la propriété d’être à la fois 
.conjuguée et perpendiculaire à la proposée; car cette 
seconde droite s'obtient en prenant le pôle de la pre- 
mière, et en abaissant de ce point une perpendiculaire 
sur cette dernière droite. Si donc a, a; sont les points 
d’intersection d’une droite À avec les axes d’une co- 
nique; &', a, les conjuguées de ces points respective- 
ment par rapport à ff;, f'f,; la droite A’, qui passe 
par a’, a, est conjuguée et perpendiculaire à A; car, 
soient &, &’ le point d’intersection de À avec la droite de 
l'infini et son conjugué par rapport aux points que J'ai 
appelés p, q; les trois points a!, a’, «’ sont en ligne droite 
(Géométrie supérieure, n° 349) ; ce qui prouve d’abord 
que À, À’ sont rectangulaires, puisque ces droites passent 
respectivement par &, «’, et ensuite qu'elles sont conju- 
guées, puisque la conjuguée de À jouit de la propriété de 
passer par &’et a°. Si l’on faisait la perspective, on retom- 
berait sur cette propriété connue , que « si l’on a un qua- 
» drilatère mm'nn! circonscrit à une conique et une 
» droite À , le pôle de cette droite et les points conjugués 


— 


» harmoniques de À, mm', À, nn', respectivement par 
> rapport à m, m'etn, n',sont en ligne droite, ou que 
» le lieu des pôles d’une droite par rapport à toutes les 
» coniques inscrites dans le méme quadrilatère est une 


= 
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» droite. » Il suit de la que 52 lon prend sur un axe deux 
points a, a’ conjugués harmoniques par rapport aux 
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points f, f\ qui s'y trouvent, un point quelconque de la 
circonférence décrile sur aa comme diamètre, joutra 
de la propriété que, sion le joint à a et a', on aura deux 
droites conjuguées rectangulaires : donc, relativement à 
l’un quelconque des points désignés par f, fi, f', f; 
deux droites conjuguées sont rectangulaires, puisqu'on 
peut considérer ces points comme étant des cercles infi- 
niment petits. Ces points remarquables sont appelés les 
foyers de la conique. Il est évident, par ce qui précède, 
qu'il n’y en a que quatre, et que deux sont réels et deux 
imaginaires. 

Si deux faisceaux en involution sont formés par un 
angle droit tournant autour de son sommet, leurs rayons 
doubles font, avec une droite quelconque, des angles dont 
les tangentes sont +1, — 1 (Géométrie supérieure, n°181). 
Cette propriété appartient donc aux tangentes à une co- 
nique issues de l’un de ses foyers. 

Si donc &, f sont les coordonnées d’un foyer d’une 
conique, Îles tangentes issues de ce point auront pour 
équations (les axes étant rectangulaires) 


(z—2)+(y—Bji=o, 
(z—e)—(y—Bji=o; 


l'équation de la conique sera donc de la forme 
(æ — a) +- (y — 6 )’ +1X'=0o, 


X —o étant l’équation de la corde des contacts. 

Cette propriété remarquable dont jouissent les tan- 
gentes à une conique issues de l’un de ses foyers, de faire 
avee une droite quelconque des angles dont les tangentes 
sont +1 et —7, peut servir à déterminer les foyers. Pour 
cela , il faut chercher l'intersection des axes avec les tan- 
sgentes, ce qui est facile; car, si l’on prend deux tangentes 
À , A! symétriques par rapport à un axe, une tangente 
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mobile tracera sur elles deux divisions homographiques 
qui pourront s'exprimer au moyen d’une équation très- 
‘ simple; une seconde équation sera fournie par la condi- 
ion que les tangentes en question font avec la droite À, 
par exemple, un angle égal à arc tang i; les positions des 
tangentes qui passent par les foyers seront donc bien dé- 
terminées par ces deux équations, et en prenant leurs 
intersections avec l'axe, on aura les foyers, de même pour 
l’autre axe. On trouve ainsi que, dans l’ellipse et l’hyper- 
bole, les foyers ne sont pas à l'infini, et que dans la para- 
bole, il n’y a qu’un foyer réel non à l'infini. 

St d’un point a on mène à une conique deux tangentes 
M,M", et des droites à deux foyers conjugués quel- 
conques, f, f' par exemple, les angles (M, M), (af, afi) 
ont méme bissectrice. Car,si on joint le point & aux points 
P: 9, ces deux droites et les quatre autres forment un fais- 
ceau en involution; mais les angles (ap, aq), (M, M} 
ont évidemment même bissectrice ; il en est donc de même 
des angles (af, af), (M, M’) (Géométrie supérieure, 
n° 247). Il suit de là que la tangente est également 
inclinée sur les droites qui joignent le point de contact à 
deux foyers conjugués. On en déduit immédiatement 
que 

af + af, = const. 


(a étant un point de la courbe). 

Le produit des perpendiculaires abaissées de deux 
foyers conjugués sur une tangente quelconque est con- 
stant. En eflet, le produit des distances des points p, q à 
cette droite est constant, puisqu'il est proportionnel au 
produit des tangentes des angles que fait la tangente pro- 
posée avec les droites qui joignent le point de contact aux 
points P, 93 @t dans tout quadrilatère circonserit à une 
conique , on sait que le produit des distances d’une tan- 
gente à deux sommets opposés est au produit des distances 
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de cette même droite à deux autres sommets opposés, dans 
un rapport constant. 

La propriété que possèdent toutes les coniques confo- 
cales d’être tangentes à deux mêmes droites, rend évi- 
dente cette proposition, que, quand on fait tourner au- 
tour de son sommet un angle de grandeur constante, 
les rayons doubles des faisceaux homographiques for- 
més par ses côtés sont toujours les mémes, quelle que 
soit la grandeur de l’angle. Car, soient une conique 
2; f un de ses foyers réels, et (A, A’) un angle dont le 
sommet est en f; si on fait tourner tout le système au- 
tour du foyer et d’un angle quelconque, le rapport anhar- 
monique de À, A’ et des deux tangentes à la conique ne 
changera évidemment pas, et les équations de ces der- 
nières droites resteront toujours les mêmes. Le théorème 
est donc démontré. 

Nous avons vu plus haut que toute conique a au moins 
un foyer réel non à l’infini ; il suit de là que toute conique 
peut étre placée surun cône à base circulaire. Car, soient 
f le foyer de la conique proposée, F sa polaire; que l’on 
mène par le foyer un plan perpendiculaire à F, et que, 
dans ce plan, on décrive un cercle dont le centre soit le 
pied de la perpendiculaire abaïssée du foyer sur sa polaire, 
et le rayon la longueur de cette perpendiculaire : d'un 
point quelconque w de ce cercle, on verra sous un angle 
droit le segment compris entre deux points conjugués si- 
tués sur p; si on fait la perspective sur un plan parallèle à 
celui qui passe par o et F, la courbe obtenue ainsi sera 
une conique , et comme toutes les droites conjuguées pas- 
sant par son centre sont rectangulaires, ce sera un 
cercle. 

Il résulte immédiatement de l’équation aux foyers obte- 
nue précédemment, que la distance d’un point d’une 
comique à un foyer est une fonction rationnelle, entière 
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et du premier degré des coordonnées de ce point, et 
que le rapport de cette distance du méme point à la 
polaire du foyer est le méme pour tous les points de la 
courbe. 

Cette dernière propriété peut se démontrer autrement, 
et pour cela établissons deux lemmes préliminaires. 

«1°. Si l’on mène à une conique des tangentes aux 
» extrémités d’un axe, elles intercepteront sur une tan- 
» gente quelconque un segment qui sera vu d’un foyer 
» situé sous un angle droit. En effet, soient A, A’, a, a!, 
» M, m', f, F Îcs tangentes aux extrémités d’un axe, 
» leurs points de contact, la tangente mobile, son point 
» de contact, le foyer, sa polaire; le faisceau obtenu en 
» joignant le foyer faux points a, AM,m,MFesthar- 
» monique, et les deux droites f AM, f A F° sont rectan- 
» gulaires comme conjuguées relatives aux foyers; donc 
) JAM est bissectrice de l’angle (fa, fm); de mème 
» f AM est bissectrice de l’angle (fa', fm) : le théorème 
» est donc démontré, puisque les deux angles sont adja- 
» cents et supplémentaires. Ce théorème fait voir que, 
» dans la parabole, le lieu de la projection du foyer sur 
» une tangente mobile est la tangente au sommet. 

» 20, St on prend sur l’axe aa' d’une conique un 
» point} et la polaire TV’, et qu’en y on élève sur aa” une 
» perpendiculaire G, une tangente quelconque M cou- 
» pera G et T en deux points G M, T M, tels que l’on 
» aura 

S,GM 
frM 
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» f étant un foyer situé sur l'axe aa'. En eflet, le fais- 
» ceau f AM, f G M, f, A'M, f, T M est harmonique; 
» mais l'angle des deux droites f AM, f'A'M est droit 


(AU. 1 


» d’après le lemme précédent; donc f AM est bissec- 


——. 


» trice de l'angle des deux droites fMG, fMT; par 


» conséquent, 








NA 


) g étant le pied de la polaire sur l’axe. 

» Cela posé, prenons le foyer f pour le point y, et 
» abaissons du point »m une perpendiculaire mp sur F; 
» les deux triangles fmp, f GM FM sont semblables 
» comme ayant les angles égaux, puisque le quadrilatère 
» fnMFp est inscriptible, les angles (fm, f MF), 
» (pm, F) étant droits; donc 
MIE af" 


AT 


mp ag 





» la polaire du foyer est donc la directrice. On voit faci- 
» lement que, dans la parabole, ce rapport est égal à 
» l'unité. » 

Proszème. — Faire la perspective S d’une conique Z, 
de telle sorte que les perspectives f, f, de deux points 
donnés ©, ©, dans le plan de 2, soient les foyers deS. 

Construisons le quadrilatère circonscrit à la conique ?, 
dont deux sommets opposés sont ®, w,; soient x, y,9',o! 
les deux autres sommets de côtés opposés ; soient aussi &, a’ 
deux points conjugués harmoniques par rapport à 7, y: 
il existe dans le plan 2, deux points w, w,, d’où l’on voit 
sous un angle droit tous les segments tels que a, a’. Que 
l’on décrive sur w, «w, comme diamètre, et dans un plan 
perpendiculaire au plan Z une circonférence de cercle, tous 
ses points Jouiront de la mème propriété que w et w,; 
qu'on prenne un de ces points o, et qu’on fasse la per- 
spective sur un plan parallèle au plan o ry, le problème 
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sera résolu. On peut opérer de la mème manière sur 4,9". 
On voit par ce qui précède que le problème est impos- 
sible, quand les tangentes menées de l’un des points 7, y 
à la conique sont réelles et ne coïncident pas; car, dans 
ce Cas, &, w, sont imaginaires. On voit aussi qu'il y a 
deux systèmes de solutions (*). 

« Observation. — Ce problème ne diffère pas de celui- 
» ci, résolu par M. Chasles : Faire la perspective d'une 
» conique, de telle sorte qu'un point devienne un foyer 
» et qu'une droite passe à l'infini. La droite en question 
» SE TY. » 

Dans toute parabole, la sous-normale est constante. 
Soient z le pied de la normale au point m, t celuide la 
tangente, f le foyer, a le sommet, p le pied de la perpen- 
diculaire abaïssée de m sur l’axe ; 2p est la sous-normale : 
les deux points p, f forment sur l’axe deux divisions ho- 
mographiques, puisqu'ils sont à égales distances du point 
a; mais les deux points z et f forment aussi deux divi- 
sions homographiques, puisqu'ils sont à égales distances 
du foyer; donc x et p forment aussi deux divisions homo- 
graphiques : les points doubles de ces divisions coïncident 
évidemment et sont à l'infini; le théorème est donc dé- 
montré. (Géométrie supérieure, n° 169.) 

Les tangentes menées à la parabole d'un point de la 
directrice sont rectangulaires. Soient «, M, M, m, m', 
EF, f, A le point donné sur la directrice, les tangentes à la 
courbe menées de ce point, leurs points de contact, la di- 
rectrice, le foyer et l’axe : la tangente M est sur fm et sur 
l'axe; donc elle est la bissectrice de l'angle (F, & f), puis- 
que les côtés de cet angle sont respectivement perpendicu- 
laires aux droites À et fr. 1l en est de mème pour M’, rela- 
tivement au supplémentaire de l'angle (F,x«/f); donc, etc. 


(*) Comment cette belle solution n’a-t-elle pas attiré l'attention des 
juges ? 


( 59 ) 

Je citerai encore une propriété remarquable des foyers. 
Soient deux tangentes O, O’ à une conique, et un point 
extérieur &; si l’on mène une tangente mobile qui coupe 
O et O’en m et m’, les deux droites « m, &m’ forment 
deux faisceaux homographiques dont les rayons doubles 
sont les tangentes à la conique issues de &; donc, si x est 
un foyer, l'angle mam' est constant. Comme dans la 
parabole, les divisions formées sur les tangentes fixes sont 
semblables : l'angle constant mm’ est égal à l’angle formé 
par les tangentes fixes; donc le cercle circonscrit à un 
triangle circonscrit à la parabole passe au foyer. 

Cinq conditions sont nécessaires pour déterminer une 
conique (les centres o, o' des faisceaux générateurs et trois 
points de la courbe); mais s’il s’agit d'une parabole, 
quatre suflisent ; car on sait que la courbe est tangente à 
la droite de l'infini. 

Note du rédacteur. — Cette pièce a été présentée au 
grand concours de 1853, et nous regrettons vivement 
qu’elle ait été écartée de prime abord comme ne rentrant 
pas dans les termes du programme. Cette composition a 
un tel cachet de supériorité, qu’elle méritait sinon le 
premier prix, au moins d'être couronnée hors rang. 

Les prix d'honneur viennent enfin d’être officiellement 
publiés. On ne saurait trop applaudir à cette excellente 
détermination. La composition couronnée en Mathéma- 
tiques supérieures représente une bonne leçon, fidèle- 
ment répétée, nettement rédigée et méritait une hono- 
rable distincuüon. Nos regrets n’en subsistent pas moins. 
Pourquoi n'avoir pas accordé deux premiers prix ? et sur- 
tout pourquoi n'avoir pas accordé la plus légère approba- 
tion au milieu de hurt accessits, à un travail du premier 
ordre; travail d’écolier, exécuté dans un temps Æmité, 
et qui ferait honneur à un professeur ? 
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SÉPARATION DES RACINES D'UNE ÉQUATION ALGÉBRIQUE 
PAR LA MÉTHODE DES DIFFÉRENCES ; 


Par M. DESBOVES, 


Professeur au Lycée Bonaparte. 
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Le but de cet article est de montrer comment on peut 
rendre plus expéditive et plus sûre Papplication de la 
méthode des différences au problème de la séparation des 
racines. Nous ne nous occuperons ici que des équations 
algébriques, et nous prendrons d’abord pour exemple 
l'équation 

X + 112? — 102% + 181 —0; 
le tableau (A) 
TABLEAU (A). 





Y.1=351|" 180}... 200! 181 91|: 20] HOME 
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qui met sous les yeux du lecteur les premiers calculs re- 
latifs à la séparation des racines de l'équation proposée, 
nous permettra de rappeler brièvement la marche ordi- 
nairement suivie. On sait qu'après avoir calculé une pre- 
mière ligne verticale contenant les nombres 293, — 112, 
22, 6, on forme, vers la droite et vers la gauche du tableau, 
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des lignes de nombres parallèles à la premiére et qui se 
déduisent chacune de la précédente. On arrète d’ailleurs 
le tableau vers la droite et vers la gauche, aux nombres 
> et —18, à moins que la simple inspection de l'équation 
n'ait déjà donné des limites préférables; 5 et — 18 sont, 
en effet, les limites respectives des racines positives et 
négatives de l'équation, puisque les colonnes verticales 
correspondant à x —3 et x ——18, contiennent, la 
première, des nombres tous positifs, la seconde, des 
nombres alternativement positifs et négatifs (*). 

Le tableau (A) étant formé, on en déduit un autre ta- 
bleau (A’) correspondant à des valeurs de x équidistantes 
d’un dixième ; de celui-ci onendéduit un troisième, et ainsi 
de suite, jusqu’à ce que les racines soient entièrement 
séparées : telle est la méthode que lon suit habituelle- 
ment. 

Une première simplification que j'introduis dans la 
méthode, consiste à remplacer du côté des x positifs le 
calcul des lignes verticales par le calcul des lignes obli- 
ques comme l'indique le tableau (B) : 


TABLEAU (B). 





(*) Limite du programme officiel. — Autre limite non formulée dans 
le programme, mais qui se démontre de même. 
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Une première ligne oblique formée des nombres 6, 22, 
— 90, 9r étant calculée à la manière ordinaire, on en 
déduit la ligne suivante qui contient les nombres 6, 28, 
— 62, 29, d'après les égalités 

28—22+6; —62-—28— 90; 29 — 91 —62; 


et ainsi de suite. 

Le tableau (B) étant construit, on en déduira un ta- 
bleau (B’) de nouvelles lignes obliques correspondant à 
des valeurs de x équidistantes d’un dixième; du ta- 
bleau (B') on déduira un tableau (B”), et ainsi toujours 
de même. 

On voit, d'aprés le tableau (B) comparé au tableau (A), 
que l’on connaîtra maintenant le résultat de la substitution 
d’un nombre, 3 par exemple, par le calcul d’un moins 
grandnombre dediflérences, et l’on aura d’ailleurs l’avan- 
tage d’être conduit par ce calcul à une limite supérieure 
des racines positives de l’équation plus simple et plus 
avantageuse que la limite du programme. Nous allons, 
en eflet, démontrer tout à l'heure que les tableaux (B), 
(B'), etc., sont terminés dès que les nombres écrits dans 
une ligne oblique sont tous positifs. Ainsi, d’après cette 
règle, 4 est une limite supérieure des racines positives de 
l'équation proposée, tandis que nous avions trouvé 5 d’a- 
près l’ancienne règle : l’avantage de la nouvelle limite. 
sera, en général, d'autant plus marqué que l'équation 
sera d’un degré plus élevé. 

Si, par exemple, on applique la règle du programme 
à l'équation 

2 — 102 +G6r +i1—=Oo, 
dont Fourier s’est occupé, on trouve 8 pour limite supé- 
ricure des racines positives, tandis que notre règle con- 
duit au nombre 4; il est d’ailleurs facile de voir que 
notre limite, qui est généralement inférieure à l’autre, ne 





(1) 


f(s)=fa+— A(a— h)+ r 


0.63) 
peut jamais être plus grande; mais je n’insiste pas plus 
longtemps sur ces détails. 


IL. 


Le théorème que nous proposons de démontrer est une 
conséquence immédiate de la formule 








a Ta (= 


h 


x — a A ages Ta À 
" ; À ALT ï In —1 m(a—mh), 


+1) A,fa—2h) + 











qui peut remplacer dans tous ses usages la formule ordi- 
naire d'interpolation : elle diffère de cette dernière, 
comme on voit, par les coeflicients des différences et par 
les différences elles-mêmes. Les différences ne sont plus 
relatives à une mème valeur de la ‘variable x, mais à des 
valeurs a—h,a—2h,...,a— mh, décroissant suivant 
la raison d’une progression arithmétique. Il est bien en- 
tendu, d’ailleurs, que nous supposons que J (x) est un 
polynôme entier du degré #1, et, par suite, que la difté- 
rence (m + 1}°" est nulle. 


Démonstration «le la formule (1).— Nous remarquons 
d’abord que, par la construction mème du tableau (B), 
chacun des nombres d’une ligne oblique est la somme de 
tous les nombres de la ligne oblique précédente jusqu’au 
nombre de même rang que lui. Aïnsi, par exemple, la 
ligne correspondant à x — 1 ayant été calculée, on a 
chacun des nombres de la colonne suivante par les 
inégalités 

6—6, 28—22+6, —62— — 90 +22+6, 
29 = 91 —.90 + 22 + 6. 


On voit par là que chacune des lignes obliques se déduit 
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de la précédente, comme une ligne horizontale du triangle 
de Pascal se déduit de celle qui la précède; seulement 
les nombres de la première ligne oblique ne sont pas 
égaux à l’unité, comme les nombres de la première ligne 
horizontale du triangle arithmétique. 

Mais si l’on écrit sur une première ligne horizon- 
tale (m2 + 1) nombres quelconques P, M, N,..., B, C, À, 
au-dessous une seconde ligne horizontale déduite de la 
première d’après la propriété caractéristique du triangle 
de Pascal que nous venons de rappeler, et ainsi de suite 
jusqu’à ce que l’on ait en tout 2 + 1 colonnes horizontales, 
on formera un triangle tout à fait analogue au triangle 
arithmétique. On voit alors facilement que le (m + 1)*"° 
nombre de la (#7 + 1)°”° colonne horizontale du nouveau 
triangle s’obtiendra en multipliant les nombres de la 
n° colonne du triangle ordinaire respectivement par À, 
BEC MESNLEES | 

En appliquant cette remarque aux tableaux (B), (B'),...., 
on peut supposer que À, B,C,...,M,N, P représentent 
respectivement 


fa), A(a—h), A(a—2h),..., An(a— mh), 


c'est-à-dire les nombres de la ligne oblique correspon- 
dant àx— a, dans celui des tableaux (B), (B'),..., pour 
lequel l'intervalle des valeurs de x est égal à A. 

Le (m+1)"°" nombre de la (7 +1)°"* colonne oblique 
est d’ailleurs f (a + nh); on aura donc la formule 


NPA 





f(a+nh)=f(a)+nA(a—h) DE (a—2h)+... 
ni n(n+i)(z +2)...(r + m— She Pen 
12240502 9 


et si l’on pose 
a+nh = x, 


| (65) 





rer NA À À 


h 








L'— 


te) = + (5) aan + (Er) stone 


(æ—a){x— a | T— a 
ES rg ï HT le. r +m—i)]A,(a—mh), 


/ 














et l’on voit facilement que si l’on y fait successivement 
RE TE ME 4 4 mi 


la fonction f (x) prend, en eflet, les valeurs correspon- 
dantes qu’elle doit avoir. Le second membre de la formule 
précédente étant égal au polynôme f (x) pour (m+1) 
valeur de x, lui est complétement identique, la formule 
d'interpolation (r) est donc démontrée. 


Si maintenant, pour une certaine valeur x — a, les 
nombres 


Fa), A(a—2h), A5(Q— 2h}, An(a — mh), 


c'est-à-dire les nombres d’une ligne oblique. sont des nom- 
$ que 

bres positifs, la formule d'interpolation (1) prouve que 

pour toute valeur de x égale ou supérieure à a, f(x) res- 


tera toujours positive; & est done une limite supérieure 
des racines positives de l'équation. 





IL. 


Il faut maintenant montrer comment le tableau que 
nous avons appelé (B') se déduit du tableau (B). 

La question revient à trouver les équations qui lient les 
9 et À des lignes obliques (comme dans le Mémoire de 


M. Vieille, les 9 et A correspondent respectivement aux 
intervalles X et 1). 


OT 


Ann. de Mathémat ; t, XILI. (Février 1854.) 
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M. Vieille a trouvé les équations qui lent les d et À 
des lignes verticales en égalant les coefficients des mêmes 
puissances de X dans les deux développements identiques 


Fa HX)= (a) +XE+T (Gr) 











1.2 
PE X X Ô, 
PA SP À er ame De à 2 
| À 
f(a+X)=f(a)+XA+X(X—1)— 
LES XLR a | 
; ( LE ae ; 


mais si nous posons x — a — X. dans notre formule d’in- 
terpolation, il viendra 


fa +X)=f (a) +XE + (R+ | ae 





LTRNS 1.2 
LX/X x s, 
+5 (+ (+2) 


, de plus, on fait k — 1, on aura 





f(a+X)=f(a)+XA+X(X+:) _ 


X(X+1)(X +2) A, 
+ — 
16250 12,0 





{ pour plus de simplicité dans l'écriture , nous avons sup- 
primé les indices (a—h}), (a—2h),..., dans les deux 
derniers développements |. 

La méthode de M. Vieille donnera encore les équations 
entre les nouveaux d et À par l’identification des coeffi- 
cients des mêmes puissances de x dans les deux derniers 
développements ; mais on remarque que ces deux derniers 
développements se déduisent des deux précédents par le 
changement de X en — X, et par le changement de signe 
des d et À d'indice impair. On voit ainsi que les pre- 
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mières relations entre les d et À donneront immédiate- 
ment les secondes par le simple changement de signe des 
coeflicients des d et A dont l'indice est impair; il est dès 
lors permis de dire que la méthode que nous proposons 
ne conduit à aucun calcul nouveau, les nouvelles équa- 
tions étant connues par cela même que les autres le sont, 
et réciproquement. 


EV: 


Dans le paragraphe précédent, notre but était plutôt 
d'arriver à la conclusion que nous venons d’énoncer que 
d'indiquer un moyen simple de former les équations entre 
les d et les À. 

Mais nous allons maintenant donner une règle pratique 
très-commode pour écrire immédiatement ces équations. 

Supposons, pour fixer les idées, qu'il s’agisse de sépa- 
rer les racines d'une équation du quatrième degré, et 
soit proposé, par exemple, de trouver les relations entre 
les 9 et les A des lignes obliques. 

Les quatre équations seront 


IN 
ds 


d 
2 


ù 
= + 
I 


+ =h(S+S+s+t) 
ALU 2 3 4 à 


IT J IL 
12 12 


AC 
5 


< Dee | s 
+= |A, + - A; |» 
2 2 

DT=DAT AR 


le premier membre de la première équation s'obtient en 
divisant 9, d,, d,, 9, respectivement par leurs indices, 
et faisant la somme des quotients. 


Pour avoir le premier membre de la seconde équation , 


on fait une opération analogue à celle de la multiplica- 


C2 


à de 


» 


16 


tion abrégée des nombres; on muluplie 


DS a ID pt 
Da 
ds NU 
pai 2 NET 


en commençant chaque produit partiel au terme du mul- 
tiplicande qui est au-dessus du terme du multiplicateur. 
On ajoute, d’ailleurs, les indices comme s'ils représen- 
taient des exposants. Le calcul est indiqué ci-dessous: 


I 





d; Ni ds + —10,3 
2 3 
Hess I 
3 f 
+ 


3 





2 dei LS 
+ d, + —0d,; 
) de. 


pour avoir le premier membre de la troisième équation, 
on muluplie, suivant la règle précédente, 


dy + 0; JP 
12. 
DÉS 


par Ex FA af 
et ainsi de suite. 

Les équations (+) montrent, d’ailleurs, comment on 
peut écrire immédiatement les seconds membres ‘quand 
les premiers sont calculés. 

Les équations entre les d et A des lignes verticales s’ob- 
tiendraient par un procédé analogue, ou, si les équa- 
tions (x) étaient déjà formées, on les déduirait des 
équations (x) par la règle que nous avons précédemment 
donnée. 
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La règle pratique que nous venons de démontrer est la 

conséquence immédiate de la formule symbolique 

Be fe) = Tu (1 — ay, 
dans laquelle f(x) est la n2°"° dérivée d’une fonction 
quelconque de x; et / la lettre qui indique un logarithme 
népérien. Après avoir développé la 2°"* puissance du. 
logarithme népérien de (1 — A), et remplacé les expo- 
sants par des indices, on a une formule qui fait connaître 
les dérivées de Îa fonction au moyen dés différences des 
lignes obliques. La formule s'applique en particulier aux 
fonctions algébriques en considérant comme nulles les 
différences d'indice supérieur au degré m de la fonction. 
Elle n'avait pas, je crois, encore été remarquée. Elle est, 
du reste, analogue à la formule connue de Lagrange 

be fl = {Gi +8) 

dans laqueile les À sont les différences des lignes verti- 
cales. Les deux formules se démontrent, d’ailleurs, d’une 
manière à peu près semblable. 

Remarquons en passant que notre formule donne une 
nouvelle démonstration du théorème de limite démontré 
au IT, si l’on s'appuie sur le théorème bien connu 
de Newton. On généralise ainsi la démonstration que 
M. Fournier-Vanson avait crue applicable seulement 
aux équations du troisième et du quatrième degré. 


Ÿ: 


Ordinairement, après avoir trouvé les équations entre 
les d et les À, on les résout par rapport à d, d,, d3,.., 
et c'est sous la nouvelle forme qu’on les applique ; mais si 
l’on remarque que les équations (x), telles qu’on les à 
trouvées d’abord, sont toutes préparées pour le calcul, 
puisque la dernière ne contient que d,, l’avant-dernière 
9, et d3, et ainsi de suite, on voit que la substitution d’une 
forme à l’autre ne présente guère d'avantage; mais je dis 
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qu'il importe, au contraire, de conserver aux équations 
leur forme primitive. 
En effet, la formule 


f(a+X)=/f(a) + f'{a)À + fa - 


2 


—+- . L ? 
2 





démontrée dans les cours d’algèbre, étant rapprochée de 
l’une quelconque des quatre formules d’interpolation 
écrites au $ IT, montre que les derniers membres des 
équations tels que (x) sont, pour une valeur x —a, de 
même signe respectivement que f(a), f'(a),..., f"(a). 
Mais d’après le théorème de Fourier, les deux succes- 
sions de signes que présente la suite des fonctions f (x), 
f'(x), f"(x),.…, pour deux nombres a et b, donnent 
une limite supérieure du nombre des racines de l'équation 
comprises entre & et b ; on devra donc, pour procéder ré- 
gulièrement à la séparation des racines, voir quels sont les 
signes des seconds membres des équations tels que (x) (*) ; 
le théorème de Fourier pourra alors indiquer des inter- 
valles où il est inutile de chercher des racines, et le calcul 
se trouvera abrégé de beaucoup. 

Lorsque, par la considération directe de l’équation ou la 
discussion du problème qui y a conduit, on saura que 
l'équation a toutes ses racines réelles et inégales, ou que, 
du moins, ce qui arrive le plus souvent, on connaîtra leur 
nombre, on sera conduit sûrement et de la manière la plus 
rapide à la séparation des racines. 

Nous avons supposé, dans notre travail, que l’équa- 
tion proposée était algébrique, mais on voit bien que la 
méthode peut s'étendre aux équations transcendantes. 

La méthode des différences , telle que nous l'avons mo- 


(*) Si les signes correspondant à un nombre a sont tous positifs, a sera 
une limite supérieure des racines positives. On peut, du reste, démontrer 
que cette limite « (supposée entière pour plus de simplieité) ne peut ja- 
mais être inférieure de plus de (m — 1) unités à la limite du programme 
et à plus forte raison à celle que nous avons fait connaître. 


DA) 

difiée, a beaucoup d’analogie avec la méthode de Budan ; 
mais nous la préférons à cette dernière à cause de la régu- 
larité etde l’uniformité des opérations , et surtout à cause 
de sa facile extension aux équations transcendantes. 

Nota. La formule d’interpolation que nous avons dé- 
montrée IL est comprise dans une formule plus géné- 
rale donnée par Laplace dans son Calcul des Probabi- 
lités. Cette formule est la suivante : 


orge M À À 





f(x) =f(a) + A(a— rh) 


L—a\/fx—a 
Rd ñ + 27 — t)as(a— art 


a) (+37 ) (+372) A;(a — 3rh) Se one 








h 


En y faisant r— 1, on retrouve notre formule. 

J'ai démontré, du reste, la formule de Laplace à l’aide 
du triangle arithmétique, comme je l’ai fait pour la for- 
mule particulière. 
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SUR LES FONCTIONS DE STURH; 
Par M. Brioscur (F.), 


Professeur à l’Université de Padoue. 


On appelle généralement fonctions de Sturm, les ré- 
sidus que l’on obtient en appliquant la méthode du cé- 
lèbre auteur à la recherche du nombre des racines réelles 
d’une équation algébrique. Il y a déjà quelques années 
que M. Sylvester a donné sans démonstration (voir 
t. XI, p. 403) des formules qui représentent ces fonc- 
tions par des expressions formées avec les racines de ces 
équations. Ces formules ont été démontrées depuis par 
M. Sturm (Journal de M. Liouville, t. VII). Partant de 
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ces formules, MM. Cayley et Borchardt sont parvenus à 
mettre ces formules sous la forme de déterminants des 
puissances des racines de l’équation (Journal de M. Liou- 
ville, t. XI et XIT). Enfin, M. Cayley, en faisant usage 
de moyens indirects, a représenté ces fonctions au 
moyen des coefficients de l’équation (Journal de M, Liou- 
ville, t. XIIE, p. 269; 1848). Le but de cette Note est de 
parvenir directement à des formules analogues à celles 
de M. Cayley. 

Note du Rédacteur. Nous croyons nécessaire de faire 
précéder ce beau travail de quelques lemmes sur les déter- 
minants. 

1. Lemme. Dans un déterminant, si l’on rendidentiques 
deux colonnes ou deux lignes, le déterminant s’annule. 

2. Lemme. En multipliant par la même quantité tous 
les termes d’une même colonne ou d’une même ligne, le 
nouveau déterminant est égal au premier multiplié par 
cette quantité. 

3. Lemme. 


| Lt ; 

M bi, Ci di, b, Ci Lis br; ci | 
dj + &, b,, Col | 25 br, ©] + | a, D, C2 

| dd + a) pc Cj ds; b,, C3 | » ba C3 





Ce lemme existe pour un déterminant quelconque, et 
est une conséquence immédiate du théorème de Taylor. 

1°! Corollaire. Faisant les x égaux aux b, on a, en 
vertu du premier lemme, 





a + b,, bi: Ci dis b,s ci| 
ds + ba, ba; C2| — |), b:, C2 
| db bete He 05 0 
e Y , e 
2° Corollaire. 
a + mb,, DE: Ci | di, b,; c | 
a+ mb;, b:, c|—=|a, b;, c, 


a; + mb,, b;, ©, n53 + Pastel 


C2 





(7) 

La proposition est ane conséquence du précédent corol- 
laire, lorsque m est un nombre entier positif; et comme 
il s’agit d’une identité, il s'ensuit que la proposition est 
vraie pour une valeur quelconque de mn. 

3° Corollarre. 


&, bi+ ma, + mb; + na dis Dis Ci 
Ai, OH Ma, + mbi+nal—=|a, br, cl. 
ds, Vs + ma;, C, + mb,+ na; st Où de: 


Conséquence du précédent corollaire. 


4. Soit 

Q(x)= 2" + aa + Qat + + a it + a 0 
l’équation proposée; et soient o, (x) la dérivée du poly- 
nôme © (x), et92 (x), 93 (x),..., les résidus obtenus par la 
méthode de M. Sturm. Nous aurons 
PNA 9 795 QT PE PR Pr Gr Pre 
et de là 
Da — D: D, — oN;; P3 — gi D: RES DNS. Yr — D... —oN;=,; 

N, N; Ne Fe 


re LE 7 RES 


D, D, 
étant les réduites successives de la fraction continue 


I 








Je 
( I 





m— | 
(Ein RCE UE 
OÙ 13 > 433... sont les quotients du premier degré 
en x. 

Les deux équations 


Drr —=, Pi D... — o N,: , 
or = DD; —0 N,_, 


Gydr) 


donnent, ayant égard à ce que N,_, D,_,—N,_, D, =, 


D — Pr LE Era enr 2 , 
Pi — Pr Nr — 9r N,_o, 


où 
# est de degré 7 — r, 
D,_, est de degré r — 1, 
N,_,est de degré 7 — 2. 
Faisons 


P (r—1) rm Ars HE + .….…, 
NES RS DES Tes —+.. + 
DES CE TEMPS 
donc la valeur de g donne 
APT ie 7, 
mais 
I 


] ra 


et pour avoir le plus haut terme de D,_;, il faut mulu- 
plier le plus haut terme de N,_; par g;; donc, ainsi 


U 
03 — NCr_; , 
I 2 


(1) C1 TT) De'a = — ; 
V'—1 V—1 


e,_1 et 6, ont donc les mêmes signes ; ainsi les trois séries 


Ps Pis Pass Pris Pro 
l'; D,, à RAR , D':;; DA 
0; l'; Ne. ? Ni; Ne 


lorsqu'on y fait x — + « , présentent les mêmes succes- 
sions de permanences et de variations; de même en y 
faisant x — — ww. 

Ce sont des séries signaleticamente equivalenti. 

2. Soient 4, 2,..., «4, les n racines de l’équation 


(a) —0. 
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Si l’on substitue une quelconque de ces racines, soit &,, 


dans l’identité 
; po = Di —oN,, 
on obtient 


gras) = pi(as)Dri (xs); 


par les formules connues de la décomposition des frac- 
tions, on a. 





M gr(as) ® sg ar) 
O0 ET ES see 
i pi(as) $ > pilæs) jé é 
n r—2 , n r—1| b 
CRU RS SEC RT ACER 
Lt . qifæ) pi(as) 


où À, est le coeflicient de x"-" dans la fonction +, (x). 
Donc 


> Da), >, MN FU TRO Nr 
D (arTD(a)= 0, D (a) Dia) = Ar; 
Î 
faisons 


(2) De) =trnah e dr... HCix 60 
el 
ee m nm m pisse " m 
Sr A Fr ite, = (a) 
Î 


nous aurons 
Co So nu Ci: + ss. —+ Cr) Sri —— 0, 
Cas r FC Sa Cri Sr 0 » 


«0e Se 0e share SDL OU RES ie rs ST Vue, € sn Clelh ane relx 
ES re. 2 HF CiSrei ss e + Cr Sir — O0, 
Co Sr 1 ve Cire +. . en ve Cri Sor—2 — À, ; 


posons 
| 5, Si3++ Sri 


| 
c ce 
S15 Sas ss dr ; 
à | ER EST tr EN 
La -29 Sri » LS en 5 Sor—s 
| 


Sr. Srss.s S2p--2 
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on a, en résolvant les équations, 
AA'EX A; d'A, He” y 


Co 











ee C AR LA HAT] p* C fus ETS L 
“a 1 Les F] ? Pt ï 
Asa À, ds; ASE 


et ayant égard aux équations (2) et (1), l’on a 


























A, 
DEA = —— 
3 ! 
(3) Se LAS en d.A, Me tu À, dit, 
dE 6 “im : nt 
dSp2 7, l ERASE ds, La KYSEER 
AE I 
W, dSyr A, È 
d’où 
" I N; À d'A? 
ee car À, — 
Are PA res È | dS3r 2 


et comme 
AR Er A NE) 


on aura, pour / pair, 


———————" © Ar; 
el pour r impair, 
ÉAEA: #8 A)? 


À, = —" ——< À, ; 
Sn Er A 


ainsi le signe de À, dépend de À, ; c’est ce qui consutue le 
théorème de M. Borchardt (Journal de M. Liouville, 
tome XIT, page 58), et au moyen de l'équation (3), on a 
la valeur de D,_, en fonction des puissances des racines. 

93. Calcul de À. Calculons maintenant A, en fonc- 
on des coeficients de l'équation; pour fixer les idées, 
prenons r — 4; alors 


HOMO 1010200 


| 

| Sis Sos S3 0, 1, 0, 0, 0, O 

| 1 S235 889, S4.fi520f 0 3009, 697810, Say, 3 
RTE | Sa Sr SE SAINTE OS Sn ST Aa NE 

| $5 Si S5s Se Sos Sas Sas Sp Sas S5 


( Si S9 9 Siy Si Ss 


ua) 
Ajoutons la deuxième colonne à la première multipliée 
par 4,, on a les six termes 


(O+a.r; 1+a.0; 0 + di; 
ls + ai.O; Si + di.S; S2 + Aiesi; 


(a) 


ajoutons la troisième colonne à la deuxième, multipliée 
par &;,, et à la première multipliée par &, on a les six 
termes 


OHaiO<+F di.15 0 HA.T + G:,0; 55 FH AGr.0 + 4.0; 
Sr Qi. So + 2.05 Sa Qi. Hdi: S0, S3 + di S3 + Q.$:; 


(5)} 


de même 


ur ES + As°15 O+4.0 + @3.1 + 43.0; 
* (te 


Si + Ai, S0 + A2e0O + 43.0, etc.; 


et, en vertu du troisième corollaire, et des relations 
connues entre les puissances des racines et les coefficients 
de l'équation, on a 


LINQES as Us rt dis Ai 

ANA PEU RULES MU T 

0, 0, 2, (n—1ja, (n—2)a, (n—3)a;, 

Of (r—1)a4, (a—2)a,, (n—3)a,;, (n—4\a, 
n, (n—ija;,(n—2)a,,(n—3)a;, (n—4)a, (n—5)a, 
Pas 9 das Lis 0 ds OÙUe 





La première colonne est la même que celle de la pre- 
mière expression de D,; la deuxième colonne est la li- 
gne (b); la troisième colonne est la ligne (c), etc. ; la loi 
de formation est évidente. 

‘Ainsi, on a À,,et par conséquent À,, et en général A,, 
en fonction des coefficients de l'équation. 

4. Calcul de D,. On peut, du reste, obtenir de la 
même manière D,_, en fonction des coeflicients de l’é- 
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quation. En effet, on a, par exemple, pourr =—53, 


A \? SSI US 
DER Si, S29 Sa 
à L 
LT TETE 
9 1509 Si + AiS09 S2 + AS + 59 
LE (à) Si Sa + ii S3 + Gi 82 +280 
1, TH ai, |A QE a; 


n,.(n—1)ja,{(n—2)a; 


AN? 
= — | — 1 DU ; 
A F ) 
2 
4 1, LL, + dx — dd; 
or 
a em 
J : \ + 
A NES Sas $; S0 3 S, + LA (nr —1)a, 
Q'— 2 ren . 
Si S) Sis Sa + AS: Ai; 24» C - 

















9. Calcul de 9. Les fonctions de Sturm peuvent, par 
le même procédé, s'exprimer facilement en fonction des 
coefficients de l’équation. La théorie de la décomposition 











des fractions rationnelles donne 
Or (x) 4. n Pr (as) Di: D; (xs) (S 2) | 
px Ce —a)ate) — T— a 4 
Faisons | 
a a ar 
Um — de ; à 
À Nm où | TL — La TX — (e47 + 
donc | 
| S09. Si». EN , 
| 7 
: | S19 S29 "10 Sr | 
PRE 2e (v. éq. 3) ; 
ve ) | . tes q ; 
| Sros Srip ee y Sara L 
| & ; HP So PAUL È 
k 
Or | 
; 
T | 
Url ns MS net LOULIUE — ?1 4 ; 
? (æ) 
À 


> Éan pié à 
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donc on obtient, par substitutions successives , 
(4) p(rune a" o1(x) — fn (z)gæ, 
ou 
De OUT) SES A Te mn de LE Si : 
l'équation (4) donne 


p(x)[un + @i um + Arüm-2 +... + Am | 
(a)£ = pxler + a at +... + al 
— px) [nat (nr) a a (nm + net le 
Faisons, par exemple, r — 4, on a (vor ci-dessus) 


San de 2000 10 o | 
| 


Si Sr Sao S4 10 %0S Sr, Sa 9 S3 


9, æ A; “ A; 
Æ Sas Sin So SM, | [Sos is Sas 83 8 
A, 4; | 


| 
| 
| 
| 











3 


Uos Us Us Us Sis Son S39 Sa9:S5 








| O, Us u,, Us U;; 


procédant par la mème méthode de multiplication suivie 
plus haut, et ayant égard à l'équation (a), on obtient 


RATE HA AE di a 
14 | a (r—1)a,, (n—2)a;, (n—3)a; 
(x) =— es n, (a—)ai,(r—2)a, (n—3)a;, (n—4)a;|, 
AP PAG UD AS SH cu 4 &, 5a, 
O, DT, Vi9 V29 V, | 


n=(c+ ane no(z), 

= (x +ax+aæ)m(x) (rc + (n—i)aïjeo(x), 

= (a+ aix, + ax +a;]oi(x) 
—[nx+(n—ir)ax+(n—2)a;]y(x). 


6. Calcul de N,. Soit, par exemple, r — 4; ayant 
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égard au lemme (2), on a 








LE LE TVQ CA a, 
ALÈE (n—1)a;, (n—2)a;, (n—3)a, 
LA, \?n, (n—1)a, (2—2)a, (r—3)as, (n—4)a, 
(= 
REA TOUS, 34;, Aa, 5a; 


o, px), (e+a)a(x), (+ ar + &)ea(z), 
| (x +ax;+a;x+as)gi(x)| 





11, 74 CR &, 2 
Lo» Th (n—1)a,, (r—2)a;, (n—3)a;, 
A, \22, (2—1)a, (n—2)a,;, (n—3)a;, (n—4) a, 
+: (Æ) A, 2 4H RS ai, 5 a; 


lo, 0, no(x), [ax + (n—1)a](x), 
| [ax? + (n—i)a, x +(n—2) &] 9 (x) 
Dans le premier déterminant, divisant tous les termes 
de la dernière ligne par o, (x), le nouveau déterminant 
est D, ($ #) ; dans le deuxième déterminant, divisant tous 
les termes de la dernière ligne par o (x), on obtient un 
déterminant que je désigne par P; ainsi 


4 À: \ 
me =Da(r + (x) p(x).P; 


OF 
Np)=Dip(x) — qifx) ($2), 


A. 2 
Ne = : P ; 


la loi de formation se voit facilement. 


donc 





Note. Le savant analyste a trouvé aussi la valeur générale de Nr, celle 
des quotients et des relations entre ces valeurs que nous insérerons pro- 
chainement, ainsi qu’un beau travail de M. Sylvester sur ces valeurs et 
ces relations , lors mème que #; (x ) n’est pas la dérivée de (x). - 


mm 
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RÉSOLUTION GÉNÉRALE DES ÉQUATIONS NUMÉRIQUES : 


MÉTHODE GRAÂFFE ; 


D après M. ENCKE, 
Professeur, directeur de l'Observatoire , secrétaire de l’Académie des 
Sciences de Berlin. 


(Journal de M. Crelle, t. XXIL, p. 193 ; 1851.) 


———— 


L'Académie des Sciences de Berlin avait proposé pour 
question la résolution générale des équations numéri- 
ques. Le prix fut remporté par M. Grâfle, professeur à 
Zurich. Le Mémoire couronné à paru sous ce titre : 
Die auflôsung der hôheren numerischen Gleichungen, 
als beantwvortung einer von der Kônigl. Akad. de 
 Wiss. zu Berlin aufgestellten Preisfrage; Zurich, 1833 : 
Résolution des équations numériques supérieures; ré- 
ponse à une question proposée par l’Académie royale des 
Sciences de Berlin. 

Dans cet ouvrage, l’auteur forme une seconde équa- 
tion dont les racines sont des puissances très-élevées des 
racines de l’équation donnée, et les coefficients de cette 
seconde équation servent à faire connaître simultanément 
toutes les racines réelles et tous les modules des racines 
imaginaires, et l'on montre aussi la manière la plus 
simple de former cette seconde équation. 

Cette nouvelle méthode de résolution se recommande à 
un haut degré, par la généralité, la rigueur et la brièveté. 
Elle est directe, n'ayant besoin d’aucune autre espèce 
d'essai; elle ne conduit jamais à des équations plus éle- 
vées que la proposée, et, d’après un procédé toujours le 
même, n'exige jamais de calculs impraticables. La na- 
ture des racines, le nombre des imaginaires, ne‘sont pas 

Ann. de Mathémat., t. XII. (Mars 1854.) G 
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des obstacles; elle donne toujours des résultats que 
la plus simple substitution permet de contrôler. Ce 
procédé est tellement court, qu'on peut déterminer 
toutes les racines d’une équation du septième degré 
ayant six racines imaginaires, dans l’espace de deux à 
trois heures, avec l’approximation que permettent des 
logarithmes à sept décimales. 

Le Mémoire de M. Encke, auquel appartient l’appré- 


ciation précédente du travail de M. Gräfle, en fait une 


nouvelle exposition et le complète, en ce sens qu'il in- 
dique les moyens : 1° de calculer, non les modules, mais 
les racines imaginaires mêmes, par une méthode simple 
et rigoureuse; 2° de faciliter les procédés lorsque, les ra- 
cines étant très-rapprochées, des puissances élevées ne 
suffisent pas pour les séparer suffisamment ; 5° d'approcher 
des véritables valeurs, avec un degré quelconque d'ap- 
proximation. 

4. Pnosrème. Former l'équation aux carrés des ra- 
cines d’une équation donnée. 


Solution. Soit l’équation 
(1) ar À AIT AS APT ES HA, = 0; 
RS CRT Ale 


Faisant x° — y, les termes de degré pair ne renferment 
que y, et les termes de degré impair renferment en- 


core Vy; faisant disparaître le radical, on obtient 


HE Cyr te A° V2 — AS FI + A; VAT + Pa 


su a +19 À MAS + 2 A, A; — 2 À, A; 
no A, "4 A; A; + 2 A, À, 
+ 2 A, — 2ÂÀ,A, 

-+ 2 À; 


La loi de formation est évidente. 
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Corollaire. En suivant la même loi, on peut former, 
avec l'équation (2), une troisième équation dont les ra- 
cines sont les quatrièmes puissances des racines de l’é- 
quation (1),et en continuant de même, on peut parvenir 
à une équation ayant pour racines la puissance d'indice 


2? des racines de la proposée; p est un nombre entier 
positif. 


Premier cas : Toutes Les racines sont réelles. 


Les équations aux puissances paires des racines, n'ayant 


que des racines positives, ne présentent que des varia- 
ions. 


Soit donc l’équation suivante, celle des racines éle- 
vées à la puissance 27 — g, 


D Pat HP +.. + (—1ŸP, — 0; 


donc 


CARMEN, D 0) Mie sois euleter en où 51 Near 5 


Supposons que les racines 4, &,..., &, soient rangées 
PP Ï 2 5 
par ordre décroissant de grandeur absolue ; il est évident 
que q allant en croissant, on pourra enfin négliger les 


valeurs de 2}. 4,..., relativement à af, et l’on aura 





P, — «° 


43 
d'où, pour une première approximation, 


4/D * 
= Pi; 


© 
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le signe se détermine facilement d'après les limites con- 
nues des racines positives et négatives. 
On aura, par la même raison, 


per a; 
? * 
d'où 
ge. 
A = —— 
Gi 


ce qui donne une valeur approchée de %, et ainsi pour 
les autres racines. 

Pour connaître la valeur de 4 qui permet de négliger 
dans chaque coefficient P,, tous les termes en comparaison 
du premier, il faut calculer le même coefficient P'. pour 
une valeur g'>q; on devra avoir sensiblement 

Ve eV NE 

og P. q 
lors donc que les logarithmes des deux coeflicients des 
mèmes puissances dans les deux équations correspon- 
dantes à g et g’, sont sensiblement dans le même rapport 
que ces puissances, on peut s’en tenir au premier terme 
dans chaque coeflicient. Ce même critérium subsiste si, 
au lieu de procéder par carrés comme ci-dessus, on pro- 
cédait par cubes. 

Voyons combien il faudra d'opérations, en allant 
par carrés : soient (æiæo)7, (ai Co as)l, (oi Go ds a,)1, 
(octo os ci as), (ati Go Es Ar dy a)? (*) cinq coeflicients 
consécutifs ; dans l'équation suivante, le coefficient de la 
même puissance de l’inconnue que (1 œ: 23 a) dans la 
précédente, sera 


ge 


CT AE | 2 2 2 
2q 4,9,1 4,24,4,1,4,1 
(oi eo &y 2%) 24/ a, «, ia, +2a a aiu, aix, 








(*) Les parenthèses représentent des sommes, 
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en ne prenant que les termes qui fournissent les plus 
grands produits; pour que ce terme se réduise au pre- 
mier, à la cinquième décimale près, il faut que l’on ait 


P 2 2 2 (? 
(æ XL LL je D. 200000 & « La 2é ©. a? ; 
d’où 
| 5,30103 
TRE 
log = 
Og — 
Xs, 
De là pour 
% 4 | 
ES RITS ONLTOUVE QU UT20 EE 70 
ds 
X; 
le Out on trouve qg — 1227 <6a2l!, 
&s 
L; , 
— — I,001 on trouve gq — 12219 PAL 
” ) ? q ;) 
5 


O7 
et pour des valeurs plus grandes de — , un nombre d'autant 
(0, 4 Fe 


moindre d'opérations. 

Généralement, on n'aura donc besoin que de sept 
opérations; et pour des rapports de racines aussi rappro- 
chées que 1,01, 1,001, on n'aura que onze à quatorze 
opérations. 

En général, calculant avec cinq décimales, on trouvera 
la valeur de la racine après l’extraction de la racine d’in- 
dice g, avec une approximation sûre jusqu à la cinquième 
et souvent jusqu’à la sixième décimale. 

Lorsqu'on est parvenu à une valeur approchée à la 
cent mullième partie près de la valeur totale, on peut en 
toute sûreté se servir du théorème de Taylor ou de la 
méthode d’approximation de Newton; car l'incertitude 
de ces méthodes existe seulement lorsqu'une valeur 
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approche non-seulement d’une racine, mais de plusieurs 
racines, et de très-près. 
Soit x, une valeur approchée, on a donc 


n | 11 “ \ 
f(tm)=x, +Aix, His À, = 0, à peu près; 


représentons cette valeur de f(x) par [ x’ |, 


l 
F (to + A) = f(x) + af AXE + « ==" 0; CNVIFON: 
dx, 
1 11 Nn— n—2 
Er —nx +(r—:1) Aix, 458 (r — 2) A2x, +, 
Le Lo HAS 


mativement 
A x PET 
TT — A log x, = — sl 
To [2x] 
M est le module du système tabulaire, et l’on a 
log M — 9,6376743. 
On obtiendra ainsi, rien que par la substitution de x, 
dans l'équation , la valeur de A log x,, et par conséquent 
celle de log x, + À log x; , seconde valeur approchée du 
logarithme de la racine. 
Deuxième cas : 7outes les racines sont imaginaires. 
Tout facteur réel du second degré, ayant deux racines 
imaginaires, peut être mis sous la forme 


x? + 2g COS y + £*°, 


où g est le module; l'équation qui a pour racines celles 
de la première équation élevées à une puissance 7, aura 
un facteur du second degré de la forme 


T° +. 2 81 COS g ».:2 + 8°. 


Soient w — f, 28 cos g9 = f, ; selon les valeurs de 9, 
f, peut aller en augmentant ou en diminuant, excepté 
pour le cas spécial où g@ est un multiple de 7; alors 
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f, = 2 g’et le facteur devient (x + $!)°, et on rentre dans 


le cas des racines réelles égales : dans les autres cas, 
f, varie de grandeur et de signe. 

Soient 

mfr+e, +fz+et, + x +g"",..., 
les z facteurs réels du second degré de l’équation; elle 
sera de la forme 


en Per (Ce er (LEP TL PT ar 
(HAS UTP DE 


d'idtafoly. on v où Oise 0 Le jar Pare tns 7e .. 


Mira rh gt: ] du Ce? g ds AC) à fu) F0 ]) à 
+ [g° g"? 19 HIT P EEE 

+ g°g'?. de “4 pit 10 
les crochets indiquent des fonctions symétriques, les 
puissances de degré pair renferment les fen nombre pair, 
et les puissances de degré impair, des f en nombre im- 
pair. 

Pour passer de cette équation à celle qui a pour raci- 
nes x7, il suffit de changer les f en f, et les g en g”, et 
désignons cette nouvelle équation par (2). 

/ U 

DRRRb SD >, D'hrHRaelC 

Considérons dans l’équation (2) les coeflicients des 
puissances paires : d’abord le coeflicient de x°?"? ; q crois- 
> 24. LA LEE ? 24. se di | Er 
sant, [5°] se réduira à g°1; le terme [ f, f,"] est plus 
petit que 4[g’g7]; par conséquent: le Reel de 
x?"? finira par être moindre que g°! +488 s/4, Le se- 
cond terme de ce binôme disparaïtra devant ie premier 
lorsqu'on aura 
es V4 ; 
inégalité qui s’établira toujours, en faisant eroitre g; 
par exemple, pour 4 = 128, on a 


VOST 
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Ainsi, dès que g surpasse g’, le coeflicient de x°"° se ré- 
duit à g°7; les mêmes raisonnements montrent que gq 
allant en croissant , les coeflicients des puissances succes- 
sives paires tendent vers g°7, g°7g°7,g°1g °1g"°1, etc. 

Ces raisonnements ne s'appliquent pas aux coeflicients 
des puissances impaires, parce que les premiers termes 
contiennent en même temps g et f, de sorte que ces 
coeflicients n’ont pas de limites déterminées; mais les 
coefficients des puissances paires suflisent pour faire con- 
naître les divers g: ainsi le coefhicient de x°"? donne 
g°1, celui de x?"-* donne g°? g'°7; donc 


o?2q o/ 2q 
ss °$S 
ES exc r 
le] 
et ainsi des autres. 
Le facteur trinôme x? + 2g cos + q° donne 


æ=r(cose+ising), où i—V—1;, 
et g est remplacé par r; on substitue cette valeur dans 
l'équation 
LU, 4 AGIT LE À, D He puce, + Am 0; 


on obtient deux équations 
2 


(2 
à | ‘ 
0 Asn-prPCOSpY, 0— > Ain-pT? SiNpo; 
Ù 


la sommation se rapporte à p. 

Mulupliant la première équation par cos 29, et la se- 
conde par sin 29, et les ajoutant, et ensuite multipliant la 
première équation par sin 2%, et la seconde par cos n9, 
et RTE il vient 


D A,r?%P cos(n — p}v, ES " np sin(n— p)y; 
faisons 
À; —+- Âonq7— (2n—2q) — Ba À, A = An-47 —(2n—2q) —= Tr la 








(*) Ne pas confondre cette lettre g avec celle qui a été employée ci-dessus. 


- ei ft tee ET ges Le, 





( 89 ) 


les deux équations, après les avoir divisées par r°", de- 
viennent 


; 
D À cos (7 — pp =0, ss 1 sin (x —p}9 = 
On convertit les multiples des sinus et cosinus en puis- 
sances, d’après la méthode connue; on fait 
[— — 2rcosv;, 
et l’on parvient à ces deux équations : 


EE, TS ri Tir Ts rt Th E.. . 0; 


À 
) T7 Th + rt Ts — 7 Trot 7 Theo LT: . — O, 


\ 


ou 


Ton Ben Gent Baan— Giens (1) fa, 

To VE PE Ep ES — ES (— 1) y, 

Tino AB (n—i)pie + (nr —2)fpr ts... 

0 puett(n A) ice) 

Tan [2 (n— 3)per — (nr —1)(r— 4) Be 
+(n—2)(n—5)fpers...], 

Ton = ((r— 3) (r— 4)ye — (n— 4)(n — 5) ye-s...], 


3 Lee — 4) (7 — 5) 
—(n—1)(2z —5)(x SRG Bec |, 





= I 
_—6 — 
é 1.2 





D en f(n— 4)(n — 5) (re — 6) 
Un B){n—6)(— 7)n—".l, 
É PET VEN (7 — 5) (72 — 6)(7 — 17 )$ ts 


—(n—1)(r—6)(7—7)(r—8)e...], 
it ——— [(e — 5}(n —6) (7 — 1) (nr — 8) y 4" 
—(n 6) (n—7)(r—8)(2— gré"; 


La loi de formation est évidente. 
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Si dans les valeurs des Betdes7, etdansles équations (A), 
on remplace r par la valeur trouvée de g, la racinet, 
commune aux deux équations (A), donnera la valeur ci- 
dessus désignée par f; il faut donc chercher le diviseur 
commun aux deux équations par voie d'élimination. 

Le calcul numérique de l'élimination s'opère facilement 
à l’aide des Tables de Leonelli dites de Gauss. 

Soient les deux équations 


at + A, a + À, ar? + + Ane 0; 


a Bart +HBar +... +B, 0; 


Il 


on en tire 
(p) (A —B,)+a (AB). .A—B,=0; 


remplaçons tous les coellicients A;, À, oct 
B,,..., B,, par leurs logarithmes, représentons-les par 
di UCPEREE dy; bi, Dishte pus et écrivons 


x! nn a, ani LAVE an? KR et x’ sis b, ani + bites ne bis 
la différence, en ayant égard aux signes, donne 
(a, — biz + (a: + bi} ænT2. 


Mais a —b, ou b, — a;, au moyen des Tables de 
Gauss, fait trouver log (A,—P;);demème, log (A;—B:),...: 
on a donc de suite l’équation (p) de degré n —1. Si l’on 
a une seconde équation de ce degré, on en déduira une 
autre de degré 7 — 2, et de la même manière; il faut 
seulement faire attention : 1° à donner au premier terme 
pour coeflicient l’unité, ce qu’on obtient en retran- 
chant du logarithme de chaque coellicient, le logarithme 
du coeflicient de ce premier terme; 2° à donner aux loga- 
rithmes les mêmes signes qu’ont les nombres. On voit que 
l'élimination se réduit à une suite de soustractions. 


Troisième cas : Racines imaginaires et racines réelles. 


L'auteur. démontre que la méthode donnée ci-dessus, 
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pour trouver les facteurs trinômes à racines CNASULALUES , 
est encore applicable de mème à la recherche des facteurs 
trinômes à racines réelles; or toute équation de degré 
pair est décomposable en facteurs trinômes , et si le degré 
est impair, on le rend pair, en multipliant l'équation par 
l’inconnue; donc la méthode développée subsiste pour 
toutes les équations. 

Pour les développements et les discussions ultérieures, 
leur étendue nous oblige de renvoyer au Mémoire de 
M. Encke. 

Nous donnerons incessamment des applications numé- 
riques calculées par M. Koralek. 








NOTE SUR LA CONSERVATION DU SENS DES DISTANCES AUX 
LIGNES DE TERRE DANS LES CHANGEMENTS DE PLANS DE 
PROJECTION ; 

Par M. CHEVILLARD, 


Licencié ès sciences, professeur de Mathématiques et de Géométrie 
descriptive. 





Lorsqu'on a à exécuter trois et quatre changements de 
plans de projection, comme cela se rencontre en char- 
pente et même dansdiverses questions élémentaires relati- 
vesaux polyèdres, aux cônesetcylindres derévolution, etc., 
l’on a besoin d'exprimer, dans les deux derniers plans 
de projection, des objets donnés dans les deux premiers, 
et réciproquement de revenir des résultats trouvés simple- 
ment dans les deux derniers plans, à ces résultats exprimés 
dans les deux premiers; opérations fatigantes, lorsqu'il y 
a beaucoup de points à considérer et qu'ils ne sont pas 
placés dans le même dièdre des deux premiers plans ou 


T” 


des deux derniers. Il faut, à chaque point, observer par 
l’espace comment se place sur l’épure la distance qui sert 
à marquer une nouvelle projection. C’est ce que font les 
praticiens et ce qui est indiqué par les ouvrages récents 
de Géométrie descriptive, où l’on recommande la mé- 
thode des changements de plans dont la généralisation est 
due à feu M. Olivier. Cependant cette méthode même in- 
dique comment on peut omettre les observations directes 
dans l’espace. On me pardonnera donc, en faveur de son 
utilité, la simplicité de la remarque actuelle qui était cer- 
tainement connue de M. Olivier, quoique non formulée 
très-explicitement dans son livre. 


\ 
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Fig. 1. 
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Fig. 2. 
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Dans un changement de plan de projection pour un 
point, la distance aux deux lignes de terre de la projec- 
tion invariable conserve toujours le méme sens. 

Nous écrirons, d’après M. Olivier, les deux lettres L 
et T, de façon à ce qu’en y joignant la notation des pro- 
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jections, on distingue à la fois quel est le nouveau plan 
de projection et dans quel sens il est rabattu. Aïnsi la 
fig. 1 indique qu'on veut faire un changement de plan 
horizontal, et que le nouveau plan horizontal L'T'est 
rabattu par la partie antérieure vers la gauche du papier. 
Mais nous faisons de plus la convention que le dessinateur 
regarde toute ligne de terre de façon à voir L à gauche, 
T à droite, indépendamment de l’espèce de plan de pro- 
jection représenté par cette ligne, et c'est de cette ma- 
nière que cette droite aura pour lui le sens du dessus et 
du dessous (fig. 2). 

Cela posé, si l’on fait, par exemple, un changement 
de plan vertical pour divers points a, b,c,..., on abais- 
sera des perpendiculaires des projections H ARIMO NE 
sur L'T”, et il ne s’agira plus que de reporter les distances 
aa, 6b°,7yc",..., à partir de L’T’ pour avoir les projec- 
tions nouvelles a, b", c"’,... ; maïs dans quel sens? Dans 
le méme sens par rapport à L'T' que ces distances ont 
déjà respectivement par rapport à LT. Ainsi l’on a de 
suite les nouvelles projections par la seule vue du papier. 
La raison en est que le sens d’une distance œa° par rap- 
port à LT indique le sens du point a par rapport au 
plan invariable qui est 1ci le plan horizontal. Si æa* est 
au-dessus de LT, c’est que a est au-dessus du plan hori- 
zontal. Du reste, on verra bien mieux l'avantage de cette 
observation en faisant trois ou quatre changements de 
plans successifs et revenant des deux derniers aux deux 
premiers. 

Pour faire des changements de plans relatifs à des 
droites ou à des plans, comme cela revient à changer 
pour un ou deux points au plus, on devra toujours opérer 
sans avoir besoin de voir directement dans l’espace à l’aide 
de la remarque précédente. 

Note du Rédacteur. — Nous engageons les professeurs 


(94) 

à lire dans le Moniteur des 18 et 19 janvier 1854, une 
savante leçon d'esthétique sur le dessin, donnée par 
M. Félix Ravaisson, inspecteur général de l’Instruction 
supérieure , et adressée sous forme de Rapport à S. E. le 
Ministre de l'Instruction publique. On y trouve sur l’en- 
seignement du dessin d’excellentes réflexions, et qui sont 
une critique amère, sans doute contre l'intention de l’au- 
teur, du plan actuel de l’enseignement général. Il s'élève 
contre l'introduction des méthodes faciles dans nos lycées 
(p- 73, 5° colonne). « Encoreune fois, dit-il, Le remède à 
l’abus d’une science mal entendue n’est pas l’ignorance, 
mais une science supérieure (p.74, 3° colonne); et cepen - 
dant on a introduit une science inférieure ! 











RECTIFICATION ET QUADRATURE D'UNE ELLIPSE SPHÉRIQUE ; 


Par LE RÉv. James BOOTH, 


Professeur au Collége de Liverpool. 


({Philosophical Magazine , t. XXV, p. 18; 1844.) 


À. THéoREME. À — aire d’une surface sphérique termi- 
née par une courbe. 


27 
(1) Ah do ds.sin c. 
O O 


— arc de grand cercle, depuis un point fixe P appelé 
pôle, etun point variable s pris dans l’intérieur de l’aire. 
P — rayon sphérique de la courbe passant par le pôle 
P'et le point $S de la courbe. 
w — angle que le plan du grand cercle Ps fait avec un 
plan fixe de grand cercle fixe passant par P. 


(®) 


Intégrant, ou par rapport à 5, on obuent 


27 
(22 hifi do[r — cosp|. 
(e) 


. 


9. Tuéorkme. s et s! étant deux points de la courbe, 
Pos P1 Les deux rayons correspondants, on a pour la lon- 
gueur de l'arc ss”, 


7 { 


P 2 
(3) A AE CT rs 11 dp |: - (sine ee) | . 
Le Mai 


3. L'équation de l’ellipse sphérique est 


cos? sin? «© I 


Feu 
tang’a tang’f  tangp 





ou bien 
(5) 


cos? © sin? © 1 
in? Rs 2 Ar 2 3 
sin? & sin 6 sin” p 











2 a est le graud axe de l’ellipse, angle | 


maximum du cône au sommet..... 
LAS (centre de la sphère ). 
28 est le petit axe de l'ellipse, angle 


minimum du cône-au sommet...... 


Les équations (4) et (5) donnent 


tang” « 
1 tante 
__ tang B à 


(6) COS p — COS & . 


EE 
Mir — g (278 o 


Substituant cette valeur dans se (2), et inté- 


tang” & 
ne Virus RE gens o 
(a. A == cos « MERE ED MEL, 
É NES TE NII 
I Sy 


sin? f 











grant, on obtient 





TX? 





tang” OA) 


(ro) AT— 


( 96 ) 


où À est le quart de l'aire en faisons 





8 tan AA 3 
(8) 5 a tange n6 
do tang « tang $ | 4 
(9) 5 PA ES HS 2 2 —— ; à pr 
o ang” « COS? @ + tang? 6 sin 1 
d'où ia 
; 5 
7 tango 2 Û L 





1. ang £° A dP sin’æ—sin*8\ .,  fsintasin 8) d À 
6 | (Érenee cos 8 ) sin ]V:- (ES )sin'e si 
Prenons le plan de l'angle 24 renfermant l'axe moyen 
du cône, pour plan des xz, et le plan de l’angle 28 ren- | | 
fermant l’axe minimum du cône, pour plan des yz. _% 
L’axe réel du cône est pris pour axe des z qui coupe la 
sphère au pôle P. 
Menons par le sommet du cône, et dans le plan xz, 
deux droites faisant, avec l’axe moyen ou réel du cône, des 








angles égaux e, tels que l’on ait 3. 4 
COS & 2 
(tr) (O9 — : 
cos f 


ces droites sont les lignes focales du cône. 
Le plan tangent à la sphère menée par le pôle P coupe 
le cône suivant une ellipse plane. 


Soient &, à c les demi-axes et l’excentricité, on a 
— bd? __ tang'a — tang* $  sin?«— sin’ 6 


pate 











a? tang? & _ sin?a— cos’ 
(12) : 
MNSIIL EE 
7 sin’? 
ainsi 
TT 
rx  tang à I 
(13) A EE scosa f dy - © |, 
2 tanga ô (1 —e?sin’ V1— sin’esin’o | 





(97) 
fonction clliptique complète de troisième espèce à para- 
mètre de forme circulaire. 
9. Longueur de l'arc. L'équation (5) donne 











| sin? sin? & —- sin? 
(14) sine = DE ( RME n): 
p \sin?a sin? f 
(8) DATE sin? &« f/sin? p — sin? 6 
sin’p \sin’o— sin’ }? 


différentiant l'équation (14), on obtient 





do — Sin’æsin?f cos p 
SIN & COS © — — - : EN 
p Sin* p (sin?& — sin°f) 
et de là 
do — sin à sin $ cos p 
(16) 








de sin pVsin?æ — sin? p Vsin° p— sin? 8 
Substituant cette valeur dans l'équation (3), il vient 


d ee A PRE TS RE 
p° sin p Vcos' p — cos’ & cos’ B 
(i g ) arc 5s! — fi dp ER —— ÿ) 
p° Vsin? œæ— sin’p Vsin’p mot 








l'arc étant mesuré du petit axe vers le grand axe; dési- 
gnant par s la longueur du quadrant sphérique, alors 


(18) = | 4 sin P cos’ p — cos’ a cos’ ; 
B 


e LU . . « ? 
Sin? x — sin? Sin? ph — Sin? 
. p 











posons 


: sin” & cos’? + sin’$ sin’o 
(19) COS QE ——]———© ©, 
lang” « cos? + tang? $ sin? » 

» e . >, Se 2° , . 
équation polaire centrale. Les limites de 1 Intégration 
. à . A var B 7t 22, 
doivent être prises maintenant de o à © ou bien de * à O, 

2 2 


en changeant les signes; différentiant l'équation (19), 
substituant dans l'équation (18) et intégrant, ayant égard 
Ann. de Mathémat., t. XII. (Mars 1854.) f, 


(98) 


aux limites, on trouve 


tang « ‘sin? —sin?B\ . 
1 — €° sin” Le : sin” 
'ENLIR +) V Ke | 


6. Soit y l’angleque fait une section circulaire du cône 
avec la base elliptique plane du cône, on a 











sin f 





OSy = — 
(22) Cu sin ©. 





s sin? « — sin’ Ê 
sin? = - à 
sin? & 


introduisant cette valeur dans l'équation (20), on oh- 


üent 
T. 
tan : 2 I 
gs sin B do RE 
tang « ; Vi—e?sin’o Vi— sin’ysin’« 


fonction elliptique complète de troisième espèce, dont le 
paramètre est aussi de forme circulaire. 


(22) s — 








. Te T 
7. Faisons à + 6’ — 33 B+a!=— 5 a! et B' sont les 
angles principaux du cône dit supplémentaire au cône 
donné; pour ce cône supplémentaire, on a 


TT 


tang I 


/ 25 
(33) = np Mig eee 
lang À Vi—e”?sin’o V1— sin?y sin?# 





(24) tang f” 3 tangf | 


- 6e, SIN oi 
tang « tang « 


donc 


TT 


tang ñ ; 
5) 62h a ha fe ET 
tang « | (1 —e? sin’ v Vi — sin? sin?» 


& 0 
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ajoutant cette équation à l'équation (13), 


(26) APR ER. 
É 2, 


C’est la belle relation découverte par Mac Cullagh. 

Prenant la surface sphérique totale S du cône donné et 
la circonférence entière Z’ de l’ellipse sphérique du cône 
supplémentaire, on déduit 


(27) SHC — 207; 
c est le rayon de la sphère, et l’on a ce théorème : 
Taéorème. L’'aire de la base sphérique d’un cône, plus 
le double de la surface latérale du cône supplémentaire, 
est égale à l’aire de la moitié de la sphère (*). 
8. Soient 2L l’aire latérale du cône , 2L' l’aire latérale 
du cône supplémentaire et S/ l’aire de sa base ; on a 


(28) SE PSE TMS EEE — FC UT, 
(29) (S+2L) +(S +2L)—/4cx, 
(30) Sais 26Lrr li), 


relations qu'on peut énoncer sous forme de théorèmes. 


Analogies entre l’ellipse plane et l'ellipse sphérique. 


1. Dans une courbe plane, on a 
(31) SERRLAIEN. 


s — longueur d’un are de courbe: 

p = perpendiculaire abaissée d'un point fixe (pôle) 
sur une tangente à la courbe; 

À = angle de cette perpendiculaire avec une droite fixe 
passant par le pôle; 

u — portion de la tangente comprise entre le point de 
contact de la tangente et le pied de la perpendiculaire ; 
le signe supérieur lorsque le rayon de courbure au point 








as 


(*) Ce qu'on vérifie d’une manière élémentaire sur le cône droit. Ty. 


Len.d 
” au 


{ 100 } 


de contact est plus grand que la perpendiculaire p,etle 
signe inférieur dans le cas opposé. Dans le cas d'égalité, 


on à 
du 
= — 
2. 
dp 
ne 41 Mi 


3. Prenons le centre d’une ellipse plane pour pôle, et 
le grand axe pour droite fixe ; or 


—— 1n2 
p = Nu = 6 Sin À, 


de là 
(33 s=— a f dx Vi —e sin —u; 


car le rayon de courbure est moindre que p. On a aussi 


(34) s—afdgVi—esin#, 

o étant l’angle d'un diamètre avec le petit axe, et l’are s” 
étant compté à partir de l'extrémité du petit axe. Inté- 
grant les deux équations (33) et (34) dans les mêmes 
limites pour Àetq,ona 


skis 
d’où 
(35) SES EU 


Nous pouvons donc prendre sur un quadrant d’ellipse 
deux arcs mesurés respectivement des extrémités du petit 
a xe et du grand axe, et dont la différence soit égale à une 
ligne droite. 

On démontre facilement que les extrémités de ces arcs 
sont les intersections de l’ellipse par deux hyperboles 
biconfocales avec l’ellipse. La première hyperbole, pas- 
sant par l'extrémité de l’arc mesuré du petit axe, a pour 





( 101 ) 
axes 
(36) A ae sin RE" 46 cos *; 


et la seconde hyperbole, passant par l'extrémité de l'arc 
mesuré du grand axe, a pour axes 





G37) Fond COS À UE besinx 
| Vie sin} ATEN Vie cos À 
‘} j À » 
4 . = ae? sin À cos 
enr — e? sin? Fa 
donc 
: BBD 
(38) GR AA DIT FE, NU 


9. 20 et 20! étant les angles des asymptotes dans Îles 
deux hyperboles, on a 
B quite 
tang 0 — = cot}, tang 0 — = ang À; 
d’où 
b 
(39) tang 6 tang 0’ — Fa 
relation indépendante de À. 


6. r’ et r” étant quatre demi-diamètres de lellipse, 
asymptotes des hyperboles, on a 


cos? 0 sin? 0 I 


a? b? r'2? 








mettant pour les cos 9 et sin0 les valeurs (39), on a 


a? b? a? b? 


12 — = 


a cos? À + b?sin x p' 


‘ 


on trouve de même 


UD y 28e 
TÉPt; 


( 102) 


de là 
(40) of me À Fc 


relation aussi indépendante de À. 
7. Dans les cas où w est un maximum, l’on a 


du T0 CR ‘ 
0 d’où + = 0; 
d'aWi—e sin. 
d'À ni 
d’où 
a 
(41) tang? À — > 


(42) A—a(a—b), B—b(a—b), A'—a(a—b), B'—b(a—b), 
AA BAD 


Aïnsi, les deux hyperboles se confondent ; les deux ares 
elliptiques forment le quadrant ; théorème de Fagnani : 


au = AA —a(a—b); 
donc 


LA 0 tra TT Dpt 


Ainsi, le quadrant elliptique est divisé en deux arcs 
dont la différence est égale à la différence des deux demi- 
axes. 

Nous désignerons ce point d’intersection par le nom de 
section linéaire. 

Menons une tangente en ce point: soient f la portion de 
cette tangente terminée au petit axe, et £ la portion ter- 
minée au grand axe; on aura 


t — tang } Va’ cos? À + b? sin’ À ‘ 


f b'tang } 








Va? cos? À + b° sin} 








{ 409) 
d’où 
(44 bis) r' ae? sin À cos } 


oh = 
Va? cos’ 1 + b' sin} 





u (*). 





8. Tous les points de section linéaire d’une série d’el- 
Lipses biconfocales sont sur une courbe dont l’équationes! 


ARE 3) me +), 
ve Ps JA M Ye) 5 


et tous les points de section linéaire d’une série d’ellipses 
concentriques ayant les mêmes axes principaux, et Îa 
somme de leurs axes principaux égale à une quantité 
constante 2 L, sont sur une hypocycloïde concentrique aux 
ellipses ; le rayon du cercle fixe est L, et le rayon du cercle 
roulant est + L. 


Formule de rectification des courbes sphériques. 

9. Soient une sphère et un cône concentriques ; prenons 
celui-ci du second degré; les raisonnements ne changent 
pas pour d’autres cônes. Par le centre O de la sphère me- 
nons un plan tangentau cône, coupant la sphère suivantun 
grand cercle touchant l’ellipse sphérique en un point E, ei 
coupant la base planedu cône (menée comme ci-dessus (3) 
en une droite & qui touche l’ellipse base plane du cône en 
ur point; par l’axedu cône menonsun plan perpendiculaire 
à la droite w; soit Z le point d’intersection : le plan passe 
par le centre € de l’ellipse sphérique et de l’ellipse plane. 

Det OR Qi RU OMREP, Cp, Ci=r, 
CE = 5 = arc de grand cercle; u = il; donc 

RE c'en, hPa p°, aùRf EP — tr. 

Si c'est un point infiniment voisin de # sur l’ellipse 
plane, et E’ le point correspondant sur l’ellipse sphé- 
rique, on à 

We di spEEk= cd oc, 


ES — à ——————————— 





(*) On a omis à dessein les équations (43) et (44) de l’auteur, de mème 
les équations suivantes : (45), (56) et (57). 


( 104) 
et la proportion 
alreiOr2 aire OER":-P ds : c'do:: R°° c': 


2 


car ces triangles élémentaires sont semblables, d’où 
(46) do = — 


ds est l'élément de l’arc, le rayon de la sphère étant lu- 
nité. Remplaçant cette valeur de ds dans la formule (31), 
nous irouvons 

do _ Pp P du I ee 


PERS +Rp=sns + an PT ésinn); 
car 
P snvwsstpaietoo Pa tRi 42; 

Or 

lp du SV D ONCP TP d 

\ S in = s == . — = Ru , ER EE . 

EDEN 7 RU GR ie 
Faisant les substitutions dans l'équation précédente, on 
obtient | 





do ; 1 | P@p  dP dp 

(e — = — = = |: 
(48) d sine +p | dY 4) A 

Soit y l'angle :OZ, 

Va P ? CoOs v x, 

d'où 
(40) y Me Peu eM UP = h. LB 'a ed Up 

DUUETI RAA di. AR: La 4 at at 

‘x GA) ; d'éntse 
(60) FR =Sno + s—= fdxsins +», 


équation analogue à l'équation (31) pour les courbes 
planes. Or, l’on n'a fait aucun usage des propriétés spé- 
ciales au cône du second degré; cette formule appartient 





( 105 ) 
donc à une courbe sphérique quelconque, que l’on peut 
toujours considérer comme l'intersection de la sphère 
par un cône. Ainsi, un arc de courbe plane est toujours 
égal à une intégrale définie, plus une longueur d’une 
droite; et un arc de courbe sphérique est égal à une in- 
tégrale définie, plus un arc de grand cercle. 


Seconde rectification de l’ellipse sphérique. 


10. Soient a, b les demi-axes de l’ellipse plane, et x, 
B, p, ©, » les arcs sous-tendus au centre de la sphère de 
rayon c, par les droites a, b,r,p,u;ona 


a —ctanga, db—ctangf, r—ctangp, 


p=ctangæ, u—Ptangy; 
dans cette même ellipse, 
p'= a? cos”à + b?sin’}, tang’s — tang’ « cos’ À +tang’Bsin° }, 


tang? & cos’ } + tang? 6 sin? } 


51 Sin? — — : 
Es sec? a cos? À + séc? f sin? À 


Substituant cette valeur dans l'équation (50), 


tang? & cos? À + t ng? 6 sin’ } 
Dan et ie ie ERA. 
séc* x cos? } + séc’ 6 sin’ À 


faisant 





sin p — sin’a sin? + sin’6 cos’», 
(3) d’où 
COS? p — cos? à Sin? » + cos? B cos?o, 
P ? 
sinpCoSpdo,. 
dp = —————— (sin & — sin’); 
SIN p COS p 


substituant ces valeurs dans l'équation (18), on trouve 


(54) ù = [4 tang?« cos? o +tang*6 sin? p 
sec? « cos’o -+ séc? f sin? 


Si, dans les deux dernières équations, on exécute l’inté- 








( 106 ) 


gration entre les mêmes limites de À et +, leurs valeurs 


seront égales, et de là s — 5 = — ». 
Or, 
d dp 
sin y => LL . SIN y = D. + 
pP 


p et P ne peuvent devenir ni zéros ni infinis, par consé- 
quent ils conservent le même signe +; le signe de sinus » 


è d 
est donc le même que celui de p De 


Mais 
p° = a* sin? } + b? cos? ); 
donc 
d 
p+ — — (a? — b?)sin À cos }; 


ainsi, sin y est négatif, et comme y» est pluspetit que t, il 
2 » r . 9 
s'ensuit que y est négatif, et l’on a 


(55) c'e Go —1Y, 
formule analogue à la formule (35). 
e l 9 A PE 
11. Lorsque y estun maximum, _ — 0,ou, d'aprèslé- 


quation (49), 
dp dP.. SE 
AXE d\ TNA): 





(58) 
ju Va cos? } + 0sin’, P — Ve: + p°. 


® , Q «a 
Substituant dans l’équation (58), et remplaçant = par 


b : 
tangæ, et par tang B, on obtient 


tang « SéCa SInx ,, 
— © —= — sec’; 


tang? 1 — Aie de: 
(59) LE tang $ sec f sin 6 


( t07 ) 
cest l’excentricité de l’ellipse sphérique ; résultat analogue 
à l'équation (41). 
12. On trouve, en faisant les substitutions, 


e? sin? x Sin À cos À 


Vi — eï sin? Vi — sin*sin?} 





(60) tang v — 


13. Concevons deux hyperboles sphériques, biconfo- 
cales à l’ellipse sphérique, l’une passant par l’extrémité 
de l’arc mesuré de l’extrémité du petit axe et l’autre par 
l'extrémité de l’arc compté à partir du grand arc; dési- 
gnons par 2 À, 2B les axes de la première hyperbole, et 
par 2 À’ et 2 B' les axes de la deuxième hyperbole: on 
trouve, sans beaucoup de peine, 


sin? sin? À sin? € COS? À 
(61) tang! À = ————;, tang B — nn MR TA 
Fr Uin?e sin’) 1 — Ssin?e sin”? } 


tang?e COS’ } ecos’esin’ fsin?À 


(62 FA A ne D : 

(63) ë 1 — e sin’) 8 CU DCI A ? 
et de là 

(63) tang v tang 6 cos « — tang B tang B', 


/ 
tang y tang a cos $ — tang A tang À’, 


tang B tang B’  tangfséc£ 
tang À tang A’ tang« séc a? 


résultats analogues à l'équation (38) : dansles hyperboles, 


tang? A’ —+ tang*? B’ 
tang? s” — — BE, 





tang? À + tang’B 
DR ET er 7T = SL? 


tang? € — - 
1 — tang” B 


1 — tang” B' 


dans l’ellipse , 
tang? «x — tang” 
tang? s — nghgirr Ang" Be 
1 + tang* f 


d’où 


( 108) 


14. Lorsque y est un maximum, 


June ve 
tang? = —— sec? x, 
sin f 


et de là , en ce cas, 


tang? À — tang à séc « (sin « -— sin 3), 

tang” B — tang $ séc G (sin x — sin), 
(64) tang? A’ — tang « séc a (sin « —- sin 6), 

tang” B° — tang f séc 6 (sin « — sinf), 
d’où 


sr 0, 5h RSR 

ou, lorsque y est un maximum, les deux hyperboles se 
réunissent, et les axes de l’ellipse sphérique ont une ex- 
trémité commune et forment ensemble le quadrant ; ce 
point commun peut être appelé le point de section cireu- 
laire. 

Dans ce même cas, 
(65) tang y — séc « séc fi (sin « — sin GB). 

15. Les plans asymptotes sont parallèles aux sections 
circulaires du cône; soit 2 0 l'angle asymptotique de l’hy- 


perbole (A, B): d’après l’équation (21), on a done 
sin? se 


sin?x”’ 


sin? 0 — 





B’ et &’ étant les demi-angles principaux du cône qui a 
pour base l’hyperbole sphérique. 
Or 


cos? À 


sin Pr COS l'A Sin ti cos AL ct sin 0 s 
cos” A 





mettant pour cos” À sa valeur déduite de l'équation (61), 
on trouve 





(66) tang 0 — son? cot }. 


COS © 


( 109 ) 
Eliminant 9 entre cette équation et l'équation de l’ellipse 
cos? 0 sin? 0 


DRE ET ——— #5" 1 il résulte 
Sin? & sin? B : 


(67) tang? « cos’ À + tang’Bsin?À sin’ « sin? B 
séc? « cos? À + séc’fsin?x  sin’p 


et, d'après l'équation (51), 


(68) , -_ Sin sin $ 


Soit 20’ l’angle asymptotique de la deuxième hyperbole 
(A’, B'); on a | 
SL 


sin f =, 
sin « 


? 


CU 


1 


et æ” sont les demi-angles principaux du cône qui a 
pour base l’hyperbole. On trouve aisément que 


tang B’ 


tang D tang À/? 


Sid == ros A’: 


d'où , d’après l’équation (62), 


tang?6 sin’ } 





ST 
tang” «& cos? À + tang?B sin° 
k tang” & cos? À 
COST 04 RO ns 
tang” «& cos? À + tang? $ sin’ À 
tang Ê 
tang 0 ——— tang;} 
(po) F tang « Si? 
et 
sin 8 
(e tang 0 tang 0 = —; 
(7 ) Ë ë SIN œ 


résultat indépendant de À et parfaitement conforme au 
résultat de l’équation (39). 
16. Nommons p' le demi-diamètre de lellipse, asymp- 


{ Ho } 


tote de l’hyperbole; on a 


tang? à cos? À + tang? $ sin’ À 


I sin Pie ; - = 
(7 ) F sec? « cos? À + sec? B sin} ? 
et de là 
(72) sinp sin p— sin sin, 


analogue à l'équation (40), et p' = w; ou le demi-dia- 
mètre de l’ellipse, asymptote de l’hyperbole (A, B’), est 
égal à la perpendiculaire abaïssée du centre de l’ellipse 
sur la tangente passant par le point d’intersection de 


l’ellipse et de l’hyperbole. 


17. Construisons un cercle sur le grand axe de l’el- 
lipse sphérique comme diamètre ; soient m et y les points 
où les ordonnées prolongées des extrémités des arcs ellip- 
tiques s et cs’ coupent ce cercle; désignons par r, et r’, les 
demi-diamètres de l’ellipse passant par ces points, et par 
et 3’ les angles que 7, et r’, font avec le grand axe (con- 
struction analogue à celle qu’on fait sur l’ellipse plane). 


On a 


SERRE 
2, 


H étant l’ordonnée sphérique du point  , on a, dans ce 














Cas, 
tang’€  tang’H 
, — —1 dansle cercle, 
tang” « tang” « 
tang*6  tang’ a ; 
= — —1 dans l’ellipse ; 
tang” « tang” 6 
7 \ 
d'où 


tag H° tanga 





tang &  tane É 


» 


| «aa }) 


et les formules du triangle rectangle donnent 


tape à . 
MN En D fe 
tang” 
ou 
PRES tang n tang? 6 sin? À 





tang' B  tang’ a cos’ } + tang?$ sin’ } 


Eliminant 9" entre cette équation et l’équation polaire 
(au centre) de l’ellipse (19), on obüent 


(73) tang’? 7°, — tang? x cos? À + tang? $ sin’, 
et comme 
Ca) | , 
2 


tang? x tang” 6 
tang? & cos? À + tang? B sin’) ° 





Lans 
ou 
(74) tang r, tang 7, — tang « tang £. 


18. Résumant les valeurs des angles des asympiotes 
des hyperboles, et aussi les valeurs des diamètres de l’el- 
lipse passant par les points m et 1, nous trouvons 











cos f 
tang 0 == cot À tang S — cot À 
5 FRET ) 5 ) 
tan tang 
tang 9 — s 6 tans), tango P tang À. 
tang & tang & 


Ici nous remarquons une remarquable interruption 
dans l’analogie que nous avons toujours trouvée exister 
entre les propriétés de l’ellipse plane et de l'ellipse sphé- 


(ane ) 
rique : dans l’ellipse plane, les asymptotes de l’hyperbole 
coïncident avec les diamètres qui passent par les points 
met (5, p. 201), et cela existe encore pour l’hyper- 
bole sphérique voisine du grand axe (A, B’), mais n'existe 
plus pour l’hyperbole voisine du petit axe (A, B); en 
d’autres termes, on a 


(41 = ee 


mais 0 n’est pas égal à +. 


19. Soit n la coordonnée du point de section ctrcu- 
laire; par ce point menons une tangente, et soit z le 
point où cette tangente coupe le petit axe; on a 


tang n tang € — tang’ 6, 
£ est la distance du centre de l’ellipse au point z; et 
COS 7 = COS x COS (É—n) — COS x, COS É COS n + cos x, Siné sinn; 


x, est l’abscisse du point de section circulaire, et + la lon- 
sueur de la tangente entre ce point et le point z. 


Eliminant €, on obtient 


COS #, Sin n S6C? B 





cure ss 
Vtang' B + tang’» 


et n étant l’ordonnée commune à l'ellipse et à l'hyper- 


bole, 


sin? 6 cos? } 





LADE me - = ; di 
ô cos? « sin? À + cos? f cos? À 


et aussi 


sin x, = SIN & Sin }); 


( {ur )) 


faisant les substitutions nécessaires, nous obtenons 


tang? « cos? À + tang? f sin? } 
sec? & cos? À + séc? f sin? } 


Dre dde reg ge 
(76) ang = tang à sin « | / 1 6e sie À 


TU 1 , 
1 — sin? € sin? À 





tang? 7 = tang? } ; 





ou 


__ Sin? « — sin’ $ ze Ÿ , 
|sin?a cos 8. (voir equation EN 


Soit 7’ le segment de la tangente prolongée jusqu au 
grand axe, nous aurons 


SIN x, COS n SÉC? « 








COS T7” — ——— ; 
Vtang a + tang? x; 
: tang* à cos? } 
DE 4, = — 2 
tang” « cos? À + tang? $ sin’ } 
; tang‘ GB sin? } 
Sin? n — s°P 


tang” o séc? a cos? À + tang’ f séc? B sin’ } 
éliminant +, etn,on a 


tang À tang?6 cos’ « 
A METRE Gay 
| 1 — e?sin? À 
sin & - - 
I — sin?e sin? 


e? Sin & sin À cos À 


(77) tang Tr — 





de là 





(76) tang (r — +’) — 


? 


d'où, en vertu de l’équation (60), 
UN TS Tr! = Vs 
analogue à l'équation (44 bis). 
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mme titine 
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NOUVELLE MÉTHODE POUR DIVISER UN POLYGONE EN PARTIES 
PROPORTIONNELLES A DES QUANTITÉS DONNÉES PAR DES 
DROITES PARTANT D'UN POINT QUELCONQUE PRIS DANS 


SON INTÉRIEUR ; 


Par M. EUZET, 


Garde du Génie, à Toulon. 





Soit, pour fixer les idées, l’octogoncirrégulierABC.. .GH 
à diviser en 9 parties, proportionnelles aux quantités 
a, b, c,.., par des droites partant du point O, la premiére 
ligne de division OV’ étant donnée. 

Prolongez tous les côtés de la figure indéfiniment et 
dans le même sens; menez par le point V, à la première 
diagonale fictive OA, la parallèle VA’ terminée à la ren- 
contre de AB prolongé en A’; menez par A’ à la diago- 


(Ovs5y) 
nale suivante OB, la parallèle A’ B' terminée au prolon- 
gement de BC, et ainsi de suite, vous rencontrerez le pro- 
longement du côté AH de départ en un certain point H/ 
tel, que le triangle VOH' sera équivalent à l’octogone pro- 
posé. 

Cela admis, divisez VH' en parties VI, IK » KL, etc., 
proportionnelles aux quantités données a, b, c, d, etc. ; 
menez par les points de division [, K, L, M,N,..., des 
parallèles à G' H’ terminées sur HG, ou son prolonge- 
ment, en [’, K’,L’,M',...; menez par ces derniers points 
des parallèles à F” G’ terminées sur FG ou son prolon- 
gement en K”, L”, M',.., et ainsi de suite, vous 
rencontrerez nécessairement les côtés proprement dits de 
l'octogone, aux points 1”, K’, L!”, MY, N',..., qui étant 
Joints avec le point O, détermineront des droites parta- 
geant l’octogone proposé en 9 parties ayant entre elles le 
rapport demandé. 

Il suflit de faire voir qu’une partie quelconque OVM 
du triangle OVH est équivalente à la partie correspon- 
dante VHGEM"" du polygone proposé; en eflet : le trian- 
gle OVM — OVH + OHM — OVH + OHM!' -— OVGH 
+ OGM’ — OVHG + OGM’ — OVHGF + OFM’ 
— OVHGF + OFM” — OVHGFM"; ce qu'il fallait 


démontrer. 


+ a —— ———— 





TABLES DES LOGARITHMES NÉPÉRIENS DE ZACHARIUS DASE. 


a ———— 


L'observatoire de Vienne, comme tous les autres ob- 
servatoires principaux, le nôtre excepté (*), publie des 
SN AO cn à 


(*) Nous pouvons espérer que cette honteuse exception cessera bientôt. 


8. 


(26) 
Annales, sous la direction de M. le directeur Louis 
de Littrow. Le XIV° volume de la nouvelle série (1851) 
contient, dans le [° cahier, une Table des logarithmes 
naturels de la méme étendue que les logarithmes de 
Briggs dans les Tables de Vega. 

Ces Tables ont été calculées de tête par le célèbre Zacha- 
rius Dase, la plus grande faculté calculatricementalequi ait 
jamais existé (Nouvelles Annales, tome IX, page 12). La 
Table s'étend de 1 à 103 000. Dans l’introduction, l’auteur 
dit: Cette Table a été calculée avec le plus grand soin 
avec 10 chiffres, afin d'avoir le 7° chiffre avec exactitude. 
J'ai lu moi-méme les épreuves, et, l'impression achevée, 
j'ai toui calculé de nouveau et n'y at trouvé que les six 
erreurs suivantes. 

Il est inutile d’insister sur l'utilité des logarithmes na- 
turels , puisque les intégrations ne s’opèrent immédiate- 
ment que par ces logarithmes; par le même mouf, il 
serait extrêmement commode d’avoir les logarithmes na- 
turels des lignes trigonométriques. C’est ce qu'on devrait 
faire faire à Vienne par M. Dase, ou ce que le Bureau des 
Longitudes pourrait faire exécuter à Paris par l'excellent 
et intelligent calculateur, M. Koralek. Le plus précieux 
de tous les instruments arithmétiques est celui que la 
nature organise dans certains cerveaux privilégiés. Pour- 
quoi ne pas en tirer parti dans l'intérêt de la science (*)? 

Si nous avions des Tables usuelles pour les lignes hy- 
perboliques, les logarithmes de Leonelli, dit de Gauss, 
les fonctions elliptiques, les l de Legendre, les loga- 
rithmes intégrants de Solner, etc., toutes ces transcen- 
dantes finiraient par entrer dans le domaine public, 


mme 





(*) M. Grandmange, né à Épinal ( Vosges) en 1835, sans bras et sans 
jambes, donne des séances publiques, boulevard du Temple, n° 4, où 
il exécute, de téte, des opérations très-compliquées d’arithmétique et 
d’algèbre. 


Ci7) 

comme aujourd'hui les lignes trigonométriques, que l’ha- 
bitude nous fait envisager sans frayeur. Une intégrale 
ramenée à une de ces transcendantes serait une intégrale 
connue, et beaucoup de questions de physique diffieiles 
auraient des solutions vulgaires , tels que sont maintenant 
les calculs qui exigent des logarithmes et des sinus. Toute 
transcendante pour laquelle il existe une Table et des 
relations, additions, soustractions, etc., à une utilité 
pratique. Le Bureau des Longitudes est ou devrait être 
principalement institué pour ce genre d'utilité. 











PROBLÈMES DE GÉOMÉTRIE QUI SE RAPPORTENT AU CALCUL 
DES ORBITES COMÉTAIRES ; 


D'arrÈs M. GRUNERT. 


(Arch. de Mathématiques, t. XVIT, p. 121 ; 1891.) 





Propiime 1. Quatre droites sont données dans un 
plan; mener une cinquième droite telle, que les trois seg- 
ments interceptés par les quatre droites soient dans un 
rapport donné. j 

(Newrox, Arith. univers. Prob. géom. 50.) 

Une solution synthétique très-simple estdue au célebre 
architecte et géomètre sir Christopher Wren. On la trouve 
dans Astronomie de David Grégory, lib. V, prop. 12. 

Prosiime 2 Trois droites sont données dans l’es- 
pace; mener une quatrième droite telle, que les segments 
interceptés par les trois droites aient un rapport donné. 

(Boueurr , de la Détermination de l’orbite des comètes, 
Mém. de l’ Acad. des Sciences, 1733, page 331.) 

ProëLemEe 3. Quatre droites sont données dans l’es- 
pace ; mener une droite qui coupe les quatre droites. 

ProszÈme 4. Trois droites et un point K sont donnés 


EAU | 


dans l’espace; décrire une parabole ayant ce point pour 

foyer et coupant les droites aux points À,B,C, de ma- 
nière que les aires des triangles FAB, FBC soient dans 
un rapport donné. 

(Orsers, Æbhandlung über die leichteste und be- 
quemste methode die Bahn eines cometen zu berechnen ; 
Weimar, 1797. — C’est la célèbre dissertation sur la mé- 
thode la plus facile, la plus commode de calculer l'orbite 
d'une comète. On en a une nouvelle édition, considéra- 
blement augmentée par Encke. Weimar, 1847. On y donne 
la solution de ce problème 4.) 

Prosiime 5. Quatre droites et un point K sont don- 
nés dans l’espace ; mener par ce point un plan qui coupe 
les quatre droites en quatre points A ,B, C, D, telle- 
ment que les aires des trois triangles FAB, F BC, FCD 
soient dans des rapports donnés. 

C’est à ce problème que M. Grunert ramène le calcul 
de l’orbite. La solution est analytique, et l’auteur en fait 
l'application à la comète de 1769. Le calcul est direct, 
sans aucun tàtonnement, et n’exige que les connaissances 
élémentaires des deux trigonométries; mais c'est aux 
astronomes calculateurs à en juger. 

Il est presque superflu de dire que c’est la loi de Ké- 
pler sur les aires qui rattache le problème des comètes à 
la géométrie. 

La première idée d'assigner une parabole aux orbites 
cométaires appartient à un ecclésiastique nommé Dolfel 
de Plauen, dans le Voigtland. Voici le titre de son ou- 
vrage : Astronomische betrachtungen «es grossen come- 
ten. Welcher, 1680 und 168r, erschienen, dessen zu 
Plauen angestellte observationes, von M. G. S. D. 
Plauen, 1681. (Considérations astronomiques sur la 
grande comète qui a paru en 1680 et 1681, avec les ob- 
servations faites à Plauen en 1681.) 


( 119 ) 

Ce sont précisément les calculs sur cette comète qui 
ont amené Newton à proposer une orbite parabolique, 
mais postérieurement à Dolfel, car la première édition 
des Principes est de 1687; c’est aussi la célèbre comète 
dont Halley a prédit, en 19705, le retour pour 1950. 


SOLUTION DE LA QUESTION 285 


(voir t. XII, p. 443); 
Par M. H. ROCHETTE, S. J., 


de la maison ecclésiastique de Vals, près Le Puy. 





Lemme. Lorsque deux triangles ont même base, la 
droite qui joint leurs sommets est parallèle à celle qui 
joint leurs centres de gravité. 

Soient ABC, A’BC deux triangles ayant même base; si 
nous désignons par G et G’ leurs centres de gravité, par 
h et h! les perpendiculaires abaïissées des points G et G” 
sur la droite AA’, nous avons, d’après une propriété 
connue (*) (voir Brior et Bouquer, Géométrie analy- 
tique, 2**édition, n° 35, 1°) 

0 k, + 


) Ro ——", 


+, 
7.1 3 


h 3 


h, et k, étant les perpendiculaires abaïssées des points B 
et C sur AA’. Donc — ' et AA est parallèle à GG”. 
Dans un quadrilatère plan, trois fois l’aire du triangle 
formé par le centre de gravité du quadrilatère comme 
sommet, et un côté À du quadrilatère comme base, plus 
l'aire du triangle formé par l'intersection des deux diago- 
nales comme sommet, et le côté opposé à À comme base, 
est égale à l'aire du quadrilatère. (Môsrus.) 





(* Cette propriété se démontre aussi très-simplement d’une manière 
élémentaire. 





Soient A BCD le quadrilatère donné, AB le côté désigné 
par À, et G le centre de gravité du quadrilatère à l’inter- 
section des deux droites G/G”, G; G , qui joignent les 
centres de gravité G”, G”, G;, G des triangles BCD, 
ABD, ABC, ADC. 

Construisons par la pensée le triangle qui a le côté DC 
pour base et même centre de gravité que le quadrilatère. 
Les lignes qui joignent le sommet O’ de ce triangle aux 
points À et B sont respectivement parallèles (Lemme) aux 
droites Gi Gr, et G’G, et, par conséquent, aux droites BO 
et AO. Lequadrilatère AOBO’estdoncun parallélogramme, 
et la perpendiculaire abaïssée du point O' sur AB égale la 
perpendiculaire 2 abaissée du point O sur AB. 

Désignons par H la perpendiculaire abaissée du point G 
sur AB, et par L' et h"” les perpendiculaires abaissées des 
points D et C sur cette même droite. Nous aurons (voir 
Brior et Bouquer, Géométrie analytique, numéro déjà 
cité) 

4 tjr) 22 nid 2° 
ne 
d'où, si nous représentons par T, T', T/,T/, T'" Les 


triangles GAB, ABC, ABD, ABO, ODC, 
3 T — dk its Te CE 1 Ke 


( 191 ) 


ou bien 
3 T + T:" — surface du quadrilatère. €. @. F. D. 


M. Genocchi (Angelo) donne une solution analogue. 


Lin re. NN Et RE RER Eee 


SOLUTION DE LA QUESTION 284 


(voir t. XII, p. #43); 





Par M. H. ROCHETTE, S.J., 
de la maison ecclésiastique de Vals, près Le Puy. 


Soient le quadrilatère plan ABCD; E l'intersection 
des côtés CB et DA; F l'intersection de BA, CD. Prenons 
un point quelconque T sur la diagonale AC; par les deux 
points À et T faisons passer un premier cercle; par Cet 
T, un deuxième cercle : le premier cercle coupe AD en 
P et AB en Q; le deuxième cercle coupe CB en R et CD 
en S. Par les points Q, B, R faisons passer un troisième 
cercle , et par les points P, D, S un quatrième cercle ; ces 
deux derniers cercles (troisième et quatrième) couperont 
la diagonale BD en un même point U. Menons un cin- 
quième cercle par les points P,. EE, R,et un sixième 
cercle par les points Q, F, S : ces deux derniers cercles 
coupent la troisième diagonale EF au même point V. 

Les six cercles se coupent en un même point Z, et les 
six ares ZA , ZB, ZC, ZD, ZE, ZF, pris d’un même côté, 
sont semblables. 

Soit G l'intersection des deux diagonales AC, BD; les 
quatre points G, U,T, Z sont sur une même circonfé- 
rence. 

Soit H l'intersection des diagonales AC, EF; les quatre 
points H, V, T, Z sont sur une même circonférence. 

Soit enfin I l'intersection des diagonales BD, EF; les 
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quatre points I, U, V, Z (*) sont sur une mème circon- 
férence. (Moerus. ) 


I 





Les deux premiers cercles se coupant en Z, le troi- 
sième, qui passe par les points Q, B, R, passera aussi 
par ce point Z; car le quadrilatère QBRZ est inscrip- 
tible, puisque 


ang BRZ — ang ATZ — ang AQZ. 


(*) La lettre T, qui se trouve dans l’énoncé, nous a paru devoir être 
remplacée par la lettre V. 


({128:1) 


De même, nous avons 
ang ZSC — ang ATZ — ang ZPD, 


et le quadrilatère PDSZ étant inscriptible, le cercle qui 
passe par les points P, D, S passe aussi par le point Z. 

U étant le point de rencontre du troisième cerele avec 
la diagonale BD , si U’ est le point de rencontre du qua- 
trième cercle avec cette même diagonale, on a 


ang BUZ = ang AQZ = ang ZPD, 


et, par conséquent, les angles BUZ, DU’Z sont supplé- 
mentaires, c'est-à-dire que les points U et U’ se confon- 
dent en un seul. 

Le quadrilaière PERZ est inscripüble, car 


ang CRZ — ang ATZ — ang ZPD. 


Le cinquième cercle passe donc par le point Z. 
Le quadrilatère FQSZ est aussi inscriptible, car nous 
avons 
ang CSZ — ang ATZ = ang AQZ, 


et, par conséquent, les angles FSZ, FQZ sont supplé- 
mentaires. Le sixième cercle passe donc par le point Z. 

Soient V et V’les points où le cinquième et le sixième 
cerele rencontrent la diagonale FE; ces deux points se 
confondent en un seul, car 


ang EVZ — ang ZPD — ang AQZ = ang FV’Z. 


Ainsi, les six cercles se coupent en un même point Z, 
et les six arcs ZA, ZB, ZC, ZD, ZE, ZF, pris d’un mème 
côté, sont semblables, puisque les angles ZQA, ZRB, 
ZSC, ZPD , ZVE,, ZSF sont égaux, comuie on l’a vu dans 
le cours de la démonstration. 

G étant le point d’intersection des diagonales BD, AC, 
les quatre points G, U, T, Z sont sur une mème cireon- 
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lérence, puisqu'on a | 
ang GUZ = ang AQZ = ang ATZ. 
Les quatre points H, V, T, Z, sont aussi sur une 
mème circonférence, car 
ang HVZ = ang EPZ = ang HTZ. 
L'angle EVZ — ang ZPD — ang IUZ , d’où le quadri- 
latère IUVZ est inscriptible, et les quatre points 1, U, V, 
Z, sont sur une même circonférence. 
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ÉLÉMENTS D'ARITHMÉTIQUE THÉORIQUE ET PRATIQUE, par 
M. Æ.-A. Tarnier, docteur ès sciences mathématiques, 
2° édition, conforme aux nouveaux Programmes d’en- 
seignement. Paris, 1853; 1 vol in-8, de 1v-298 pages. 
Les Nouvelles Annales ont rendu un compte favorable 

de la première édition de ces Éléments (tome X, page 301). 

La seconde, quoique conçue dans le mème esprit, est à 

quelques égards un ouvrage nouveau. L'auteur aban- 

donne la méthode synthétique pour y substituer l’analy- 
tique, qui, partant des définitions des opérations, con- 
duit graduellement à la manière de les effectuer. Le style 

plus concis a permis de réduire l’ouvrage de 444 pages à 

298, sans supprimer rien d’essentiel. 

Nous n'avons que des éloges à donner à la manière dont 
M. Tarnier a exposé les théories, souvent délicates, de 
l’Arithmétique. Nous ne nous permettrons que quelques 
critiques de détail. 

Était-il bien nécessaire de dire (page 1) que: «un 
» nombre est plus ou moins grand suivant qu'il contient 
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» plus ou moins d'unités, » et que : «c’est pour cela que 
» l’on regarde l'unité comme le terme de comparaison 
» auquel on rapporte la grandeur des nombres. » 

La numération aurait peut-être gagné à être divisée en 
deux parties, savoir, la nomenclature et la notation. Il y 
a là deux choses distinctes et successives dans l’ordre des 
idées, comme elles l’ont été dans l’ordre historique. 

Enfin, tout en croyant, avec M. Tarnier, qu’on a sou- 
vent abusé des symboles littéraux en Arithmétique, nous 
ne pensons pas qu on doive les écarter systématiquement. 
L'important est d’être clair et concis, et, dans chaque cas 
particulier, il nous paraît convenable d'employer sans 
scrupule, le fond restant le même, la forme la mieux 
appropriée à ce double but. 

Malgré ce dissentiment, nous ne confondons pas le sa- 
vant examinateur avec ces ennemis personnels de l’Al- 
gèbre qui font à cette science une guerre acharnée, et 
ont même exprimé publiquement le regret de ne pouvoir 
la supprimer. Nous reconnaissons même que M. Tarnier 
s’est tiré avec avantage de plusieurs passages qu’il était 
bien difficile de rendre en discours ordinaires, mais son 
exemple ne nous a pas converti. 

La plus grave accusation que les ennemis dont nous 
parlions tout à l'heure portent à l’Algèbre, est de fausser 
le jugement (*). Il paraît difficile d'admettre qu'un pa- 
reil résultat soit produit par une méthode reconnue 
exacte, d’un consentement unanime. En quoi un raison- 
nement en langage ordinaire diffère-t-1l d’un raisonne- 
ment en langage algébrique ? En rien, si ce n’est que les 
termes généraux servant à désigner un individu quel- 
conque pris dans une classe d'objets, sont, dans l’un, 





(*) La même accusation vient d'être portée par l’auteur d’un Traité 
d'arithmétique contre la règle de trois, la regula aurea des anciens. 
Pauvre règle de trois! 
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des mots très-longs ou mème des périphrases, et, dans 
l’autre, des mots les plus courts possible, des mots d’une 
seule lettre. Comment une phrase sensée dans une langue 
peut-elle n’avoir pas le sens commun dans une autre, si 
la traduction est exacte? Les ennemis personnels de l’Al- 
gébre feraient bien de nous expliquer ce paradoxe. 

Nous ne prétendons pas qu’un savant algébriste ne 
puisse être un médiocre logicien : cela s’est vu et se voit 
encore ; mais l'Algèbre n’y est assurément pour rien. En 
général, on est trop porté, quand on discute une mé- 
thode, soit pour l’attaquer, soit pour la défendre, à faire 
bon marché de l'intelligence humaine, qu'on traite 
comme une matière inerte. Les bonnes méthodes ne font 
pas les bons esprits, mais les bons esprits seuls savent 
tirer parti des bonnes méthodes et quelquefois même des 
mauvaises. 


Tréonrte prs LocariTHMEs, conforme aux nouveaux 
Programmes d'enseignement; par /e méme. Paris, 


1853. In-8 , de 11-96 pages. 


On sait que les petites précautions font les grands cal- 
culateurs. Les détails les plus minimes ont leur im por- 
tance, dès qu'il s’agit d’abréger un travail aride et de di- 
minuer les chances d'erreurs. Il y a là un art qui ne peut 
sans doute s’acquérir que par beaucoup d'exercice; mais 
de bons préceptes peuvent en faciliter l'apprentissage. 
M. Tarnier rend donc un grand service aux jeunes élèves 
en leur présentant, à côté d’une théorie complète des lo- 
garithmes, un ensemble très-varié et très-bien choisi 
d'applications propres à servir de modèles. Nous enga- 
geons les élèves à refaire tous les calculs en suivant leurs 
propres inspirations, puis à comparer leur marche avec 
celle de l’auteur. Cette comparaison leur fera mieux 


apprécier toutes les finesses dont se compose l’art difficile 
de bien calculer. 
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DE LA VALEUR DU RAYON DE COURBURE D'UNE COURBE 
ALGÉBRIQUE EN UN POINT D'INFLEXION OÙ DE REBROUS- 
SEMENT ; 


Par M. BRETON (nr Camp), 
Ingénieur des Ponts et Chaussées. 


Le rayon de courbure d’une courbe algébrique en un 
point d’inflexion oude rebroussement est, en général, nul 
ou infini. Toutefois, dans le cas d’un point de rebrousse- 
ment de seconde espèce, la valeur de ce rayon peut ne 
pas être nulle ni infinie. Ces circonstances méritent d’être 
examinées avec soin, et les notions qui se rattachent à 
cet ordre de considérations sont susceptibles d'applications 
importantes. Par exemple, la possibilité d'obtenir au 
foyer des télescopes des images suffisamment claires tient 
essentiellement à ce que les rayons de courbure des 
caustiques sont nuls en leurs points de rebroussement. 

Points d'inflexion. Supposons que l’on ait pris pour 
axes des x et des y la tangente et la normale à la courbe 
au point que l’on considère. L'équation de celle-ci pourra 
être mise sous la forme 


œ 
tels 
œ étant un nombre, et y une fonction de x, rationnelle 
ou non, qui ne devient pas nulle pour x — 0. Quant à 


nm? 
l’exposant &, nous le mettrons sous la forme Tr met 


étant deux entiers positifs premiers entre eux. On voit 
immédiatement que si #2 etn sont impairs, y change de 
signe avec x, et ne cesse pas d’être réel. D'un autre côté, 


( Tas 


on a 


dy ct | a os d (4 
hr (2 TES 
dx fé dx 


d’où il résulte que si «& est plus grand quer,oum>n, 


à d 4 
le premier terme de s’annule pour x — 0. Si nous 
X 
k dv g k , 
admettons en mème temps que = ne devient pas infini 


ue a dv ; 4 
pour x = 0, ou plutôt que x devient nul, l’origine 


des coordonnées sera bien un point d’inflexion de la 
courbe, dans les conditions mêmes que nous avons sup- 
osées. 
On a, d’ailleurs, 


x Or dir 


d'y k — 2 
—ax(a—1)x 0 2ax — en - 
( ) d'os dx sw dzx°?? 


dr: 


et, par conséquent, la valeur du rayon de courbure , don- 
née, comme on sait, par l'expression 








d'y 
dx? 
devient 
3 
L: 25 Co V+x =) | 
ÈS Da 
x—1d? x dv 


«(a —1)#80 poor — TZ — 
dx dx? 
Comme on peut toujours prendre les x positifs du côté 


où l’ordonnée y est positive, et conséquemment cc > 0 
/ P ? 1 dx? ? 





je ne me préoccupe pas du double signe. Cela posé, pour 
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toutes les valeurs de plus grandes que 2, le dénomina- 
teur sera nul pour x — o, et le numérateur se réduira à 
; SL . 02 dv 5 
l'unité, pourvu toutefois que x 7 devienne nul, ce 
que nous admettons, Donc le rayon de courbure est alors 
infini. 

Pour les valeurs de & comprises entre 1 et 2, le numé- 
rateur se réduit à l’unité; mais le dénominateur devient 


t — 2 
v, Le rayon de 


infini à cause du terme & (4 — IT 
courbure est donc alors égal à zéro. 

æ— 2 ne donne pas de point d’inflexion , car l'équation 
de la courbe est y = x°v, et y conserve le même signe 
lorsque x passe du positif au négatif. 

Nous voyons par là que le nombre des cas où le rayon 
de courbure est nul est fort petit relativement à ceux où 
ce rayon est infini, puisque les premiers n’ont lieu que 
pour des valeurs de & comprises entre 1 et 2, tandis que 
les autres correspondent aux valeurs de & plus grandes 


que 2. | 

Points de rebroussement. Prenons encore pour axes 
des x et des y la tangente et la normale; l’équation de la 
courbe pourra être mise sous la forme 


ce 
F=U+X », 


u étant la demi-somme des ordonnées des deux branches 
correspondant àune même abscisse, et # une fonction de % 


« dv 


. a dv h 
rationnelle ou non, telle que x — etx —— deviennent 
dx LE 


du 
nuls pour x — 0; on a en même temps 7; = 0-1] ÿ aura 


L] œ LL L1 . L2 
rebroussement six v devient imaginaire pour des valeurs 
négatives de x, et admet deux valeurs réelles et de signes 
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Bx5 0") 
contraires pour des valeurs positives de x. On satisfait à 
#3 m , 
cette double condition en prenant &« — Aa m et 27 étant 
7L 
premiers entre eux. Il faut d’ailleurs que l'on aita > 1, 
"2h : 
sans quoi —— ne serait pas nul pour x = 0. 
dx 


Cela posé, nous aurons pour la valeur du rayon de 
courbure 


du Pr CL EN ete 
(ES mn) A 05 p+ gt Pole 
dx dx 


HOMO The AUTRE -TÉIUN LRO Le FERRER 
Li ) Lt MA x dv 
ER 3 PAG ARS Di LH ES 
dx? ' dx dx! 


2 
p+I2ar 


d'u . 

os ess POUr x — 0, la valeur inverse du rayon de cour- 
bure de la courbe, lieu des points milieux des cordes pa- 
rallèles à l'axe des y. Quand cette valeur est nulle, le re- 
broussement est de première espèce. Dans le cas contraire; 
le rebroussement est de seconde espèce. 

Dans le premier cas, le rayon de courbure de la courbe 
proposée est infini pour & >> 2, car le dénominateur est 
alors nul, et le numérateur se réduit à l'unité. Pour 
compris entrer et 2; le rayon de courbure est nul, car le 


dénominateur devient infini à cause du terme 


œ (x — he ons 
x — 2 ne donne pas de point de rebroussement. 

On peut donc dire que, dans le plus grand nombre de 
cas, le rayon de courbure en un point derebroussement de 
première espèce est infini. 

Quand le rebroussement est de seconde espèce, le rayon 

I 


CNT A A : 
de courbure se réduit à (É% pour & > 2, et il est nul 
\dr? 
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pour « compris entre 1 et 2. Ainsi donc, le rayon de 
courbure en un point de rebroussement de seconde espèce 
est, le plus généralement, différent de zéro, sans étre 
infini. 

Je terminerai en faisant remarquer que ces points de 
rebroussement peuvent être divisés en deux classes, la 
première correspondant au cas où le point correspondant 
de la développée est un point d’inflexion , et la seconde à 
celui où ce point est lui-même de rebroussement, Il y à 
inflexion quand le coeflicient différentiel du rayon de 
courbure n'est pas nul pour x = o, et rebroussement 
quand ce coefficient différentiel s’annule. 

Or, le coefficient différentiel de l'expression générale 
du rayon de courbure est 


; dy \? dy 
ete LC T1) 
Rs re) 


dx? 


\ / 


d 
Comme Fe s'annule pour x — 0, nous n'avons à con- 
T 


dy* 
dx 





sidérer que — Ts Or, 
(ar) 
dy° du &— 3 x—2aû40 
as um fe rie 52 )# V + Bafa— 1)x Ta 
+ 3 ssh is 
(4 


dx? + dx°’ 


et nous voyons que pour & >> 3, les quatre derniers termes 
; dv . 
s’évanouissent pour Æ — 0, pourvu que Ts ne puisse de- 


. . » PUS y, ‘ 4 
venir infini; ce que nous admettons ici, D'un autre côté, 
or 


LA 


( 132 | 
dy y Al vod 813 < 
ST de réduit à —; donc le cas le plus général est celui 
dx° dx* l'a 


d’un point d'inflexion. Pour & <[ 3, le terme 


œ(æ— 1) (ax — 2)2 
devient infini lorsqu'on fait x — 0; donc alors le rayon 
de courbure est un maximum où un minimum, et l’on a, 
dans la développée, un point de rebroussement. 
Pour compléter cette discussion, il faudrait examiner 
divers cas particuliers, maïs cela nous mènerait trop loin : 
je laisse ce soin au lecteur. 





SOLUTION DE LA QUESTION 81 


( voir t. 11, p. 40); 


Par M. HOUSEL, 
Professeur. 


Chercher une courbe telle, que sa polaire, relative- 
ment à un cercle donné, soit égale à la courbe elle- 
même (t. IL, p. 40). 

Prenons le centre du cercle pour origine , x et y étant 
les coordonnées de la courbe cherchée, X et Y celles qui 
correspondent dans la polaire; on saitque x + Yy= 7", 
r étant le rayon du cercle. Maïs il est plus commode de 
prendre les coordonnés polaires, ce qui donne 


TE HOUR Ven SDS. 
l'équation de la courbe cherchée devenant 


p=f(+) 
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Avant d'introduire la condition que l'enveloppe des 
polaires soit égale à la courbe cherchée, nous allons con- 
sidérer cette fonction comme quelconque , et l'équation 
de la courbe enveloppe sera 


R=F (0), 
!° devant être déterminé d’après f. Alors on a 
Reco ARS 
et l’équation de chaque polaire devient 
Rp (cos w cos & + sin w siny) = 7”, 
c'est-à-dire 
Rp cos(? —w)=— r?. 


Comme cette équation correspond à deux valeurs con- 
sécutives de p et de ©, pour chaque valeur de R et de w, 
il faut la différentier par rapport à p et à o, et comme 


r? 


ÊtE R cos (9 — w) 


on à 
Rdp _  dcos (go) _ sin(g—o)d 
CE 0 (9 SR Cos Fo ol 


» . d 
-on peut, dans cette équation, poser = p', et rempla- 


cer cos (g —w) par sa valeur, ce qui donnera 


r? 
cos ( SE w) are, RP? 
et 
EE 
sin (g — «) TR 


Cela suflit pour déterminer F dans le cas général , car la 


LE } 
valeur du cosinus donne + en fonction de R, de « et de 
r?, celle du sinus donne p de la même manière, puisque 
o!=.f'(9), et ces valeurs, transportées dans p = f (9); 
donnent la relation cherchée entre R et w. 
Mais, au lieu de poser 


R=F(o), 
posons 


R=F(xæ—w) 


(ce qui est permis puisque F indique n'importe quelle 
fonction), x étant un angle constant, et w, comme Ci- 
dessus, l’angle que R forme avec l’axe. On a aussi 


r? 


F p cos (y—w) 





9 


et différentiant par rapport à R et w, il vient 


padR … dcos(p—w)  sin(o —w)d(—w) 
7 cos (og —w) COS? (9 — w) 





__sin(?—w)d(a—w) 
So cos’ (9 — w) 


On voit donc que 


d(æa—w) 


Rdp _r?sin(y —w) 
de  cos'(g—w)  pPdR 


— 


et 
ft) TES 
fa) Fame) 


Ce résultat est intéressant par lui-même, mais revenons 





à la question, et supposons que la polaire ne soit autre 
chose que la courbe primitive qui a tourné d’un angle « ; 
les fonctions f'et F seront les mèmes , et, par conséquent, 
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sera constant. Posons donc 





! 


l 
Lt G; ou bien = Cdy, 


il en résulte 
Cp+C 
logp—C?+C et pe u 
ce qui représente une spirale logarithmique dont on sait 
que la développée jouit d’une propriété analogue. 

On verra, dans un prochain article, par une méthode 
appliquée à l’hélice conique, que cette polaire de la spi- 
rale logarithmique n'est pas toujours identique à la pro- 
posée. Soit 

t£. 
P == me” 8 ? 
l’équation de la spirale donnée, G étant l’angle que fait 
la tangente avec le rayon vecteur; l'équation de la polaire 
sera 
r°? cot 2.(90 + Bw) 
e L 


R = — J 
m sin $ 





Donc les deux courbes seront toujours semblables, mais, 
pour qu’elles soient identiques , sauf la position , il faudra 
que l’on ait 


= 74 Sin Ê. 


C’est donc par erreur qu'on a mis pour équation de 
la courbe cherchée, 


p = tang UE 


Note. M. Gennochi (Angelo) fait observer qu'on a peut-être confondu 


sin sin® , ; À 
Es ? avec PE ss » équation de la parabole apollonienne, car on 
cos @ cos’ 


peut choisir le cercle directeur, de manière que la polaire réciproque 
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d'une parabole soit une parabole égale. Cette propriété appartient même 
aux paraboles et aux hyperboles de tous les ordres. En effet, si 


Tt —— pa 
est l'équation de la courbe donnée, et 
x? +7 — r? 


celle du cercle directeur, on trouve sans peine que la polaire réciproque 


est 
Vmnm— 
p — pa Mm— n\n-n x F 
n an VS m 
qui peut se réduire à l’équation de la courbe donnée par une détermina- 
tion convenable de r. 








mt tr. - —————_— —— 


SUR LE RAPPORT DE L'ARC A LA CORDE; 


Par M. LEBESGUE. 


Soient AOB un secteur circulaire de rayon r, etaof 
un triangle isocèle, &o , (50 étant pris à partir du centre 
sur les rayons AO, BO. On peut concevoir un nouveau 
secteur de même angle O (semblable), et dont l’arce soit 
équivalent à &f , et le rayon p. On peut aussi concevoir 
un autre secteur encore d'angle O, mais dont la surface 
soit équivalente à æof, et le rayon p,. On a, d’après 
cela , 

AB 7 sec AOB re 

ep ao pi 
Si l’on appelle a la hauteur du triangle isocèle, on trou- 
vera immédiatement 


ap JUS 


Si donc on savait trouver p et p,, ou simplement p, 
on aurait le rapport de l'arc à une ligne donnée, à sa 
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corde par exemple, à son sinus, à sa tangente, etc., et 
des rapports analogues pour les secteurs. Or, si l’on ap- 
pelle à le côté du triangle isocèle et sa base , af — 2 c. 
Legendre a montré que si l’angle au sommet du triangle 
isocèle , ainsi que sa surface, devenait moitié, on aurait 


AU Es PO PT 


et Schwab a montré (voir les Géométries de M. Vincenr, 
de M. Amor, etc. ), que si l’angle au sommet devenait 
moitié, ainsi que la base, a et d deviendraient 





me 


à Lun) b = 1/6 (=): 
2 2 


Ainsi il suflirait d'opérer m bissections et d’assembler 
2" triangles isocèles pour en former un secteur polygonal 
de 2” côtés (rayons non compris), et l’on pourrait prendre 
m assez grand pour qu’il fût permis de considérer le sec- 
teur polygonal comme un secteur circulaire de rayon p 





ou p,. Ce moyen de trouver le rapport de l’arc à sa corde, 
et, par suite, le rapport de la circonférence au diamètre, 
est bien plus long que l’emploi de la formule 


x? TX? 

arc (tang = x) = x — 3 Re 

surtout quand on emploie l’artifice indiqué dans le Pro- 
gramme d'admission à l’Ecole Polytechnique. 
La méthode de Schwab pourrait conduire à la formule 
X? 

arc (tang=x)= zx SERRE 

mais bien plus longuement que la méthode des dérivées. 


C’est un exercice d'élimination qui n’est pas inutile. 
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THÉORÈME COMBINATOIRE DE M. STERN, 


DÉMONTRÉ PAR M. AÀ., 





Capitaine d’Artillerie. 





1. Notation. C} — classe combinatoire d'ordre p, 
avec 2 éléments à,, &,&3,...,a, et avec répétition; 
: Ci — id, sans répétition. 

ñn 

2. THÉORÈME. 


CP — CO CP + CO — CC +... .(—i1) CP — 0. 


Démonstration. Désignons cette série par SP; C'est 


évidemment le coefficient de k? dans le produit infini 


P=(itah+atk@+...)(i+a,h+a +. )(+ash +air+...)...; 


donc 


I 


Ga ja). ah) 


d’où l’on tire, en faisant disparaître le dénominateur qui 


1+ C0 h+C A+... =P= 


n'estautre quer— C, À + C k—C h5+...+(—1)" C2", 


14 +2, S AR: 
donc 


Sos CGAONEND. 


n 


Note du rédacteur. J'ai donné une démonstration, mais 
bien moins simple, du même théorème, dans le Journal 
de Mathématiques, tome TT, page 559. 
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THÉORÈME DE M. STEINER SUR LES CERCLES OSCULATEURS 
(voir t. XII, p. 119), 
DÉMONTRÉ par M. A., 


Capitaine d’Artillerie. 


————— 


Tuéorème. Par un point pris dans le plan d'une ligne 
de degré n passent 3n (n— 1) cercles de courbure de la 
courbe. Si le point est sur la courbe, ce nombre est di- 
minué de deux unités. 


Démonstration. Soit 


f(x, 7; z)=0 
’équation de degré n d’une courbe plane, rendue homo- 
gène par l’introductionde la variable z. Si, pour abréger, 
on pose, comme dans le Mémoire de J acobi sur les tan- 
gentes doubles (tome XII, page 150), 


ira CARNET LM FRS 


SOU dy — , dz 0; 


ACTE z)—0;, 


n(h)=f(x+ah,ÿ—-ah,;z)= ul + ul +. + uk", 
m(A)= f(x —ch,y,z2+ah) = 0,8 +0 +... + on hr, 
p (4) = f(x,y + ch, z— bh) = oo À? + mAh +. + wi he, 


on aura 
(1) ma=wz, u y=v2 (tome XII, page 151). 


Cela posé, le lieu des points d'osculation, en prenant le 
point donné pour origine, est 


dy dy dy° 
dr Me G-:2) (: +2) Est 








(»°+ 2?) 
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à : dy “dy 
quation dans laquelle il faut mettre pour =, = 
el { PSN dE A 
leurs valeurs tirées de l'équation 


FL, F2) = 0. 








Or, 

d? d? Lf 

A pare te AUS 
dy a 2: ME, dx? dx dy dy? ANUPE 
di. DER ET Ds RENTE 


donc, en substituant, on aura 
(2) — (9°? + x) u, + (ax + by\(a? + b)= 0. 
Mais l'équation 
f(x;7,5)= 0 
étant homogène, on a 
ax + by + cz = 0, 

et, d’après l'équation (1), on a 
(A) (r+r)m= (nm +w)z; 
par suite, l'équation (2) devient 

(nm +m)z+ c (a + b') = 0, 


équation de degré 3 (n — 1). En combinant cette équa- 
tion avec celle de la courbe donnée, on obtient 3 7 (n—x) 
points d'osculation; si le point est sur la courbe, il est 


visible, à cause de l'équation 


ax + by + cz = 0, 
fi 


d d? 
que f Del CZ s'annulent pour "0; y — "0" donc la 





courbe représentée par l'équation (A) passe par le point 
donné; ce qui est évident à priori. 
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Note du rédacteur. Le nombre des tangentes qu'on 
peut mener d’un point donné à a courbe est 2 (7 — 1); 
mais lorsque le point estsur la courbe, a tangente qui passe 
par ce point est la même que celle qui passe par le point 
consécutif, de sorte qu’en ce point deux solutions serédui- 
sent à une seule etle nombre des tangentes est nr (n—1)—1 ; 
de même, lorsqu'il s’agit d’un cercle osculateur, le même 
cercle appartient à trois points consécutifs, et trois solu- 
tions se réduisent à une seule, de sorte que le nombre de 
cercles osculateurs, lorsque le point est sur la courbe, 
est 37 (n— 1) — 2. Le mème genre de raisonnement s’ap- 
plique à des osculations de tout ordre. 








QUESTION DE MINIMUM RELATIVE AUX VOIES DE TRANSPORT ; 


Par M. J.-Cn. DUPAIN, 


Professeur au Lycée de Rennes. 





Un voyageur veut se rendre du point C au point À ; il 
a à sa disposition une ligne de chemin de fer AB’ qui ne 
passe pas au point C; chemin qu’il faut aller rejoindre 
par une route de terre CM, On demande de déterminer la 
position du point M de telle sorte que la durée du voyage 
soit la plus petite possible. 


Du point C j'abaisse CB perpendiculaire sur AB’, 
BCE AB ec 


V vitesse sur le chemin de fer, 
V!' vitesse sur le chemin de terre, 


/ 
M= —) CON, 
\ 
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Noûs aurons 
AM—= c— Vaz? — a. 


En représentant par t la durée du trajet, 


c — Vx'— «° E 
(1) + 


en égalant à o la dérivée det par rapport à x,ona 





on s'assure aisément que c'est une valeur minimum. La 
valeur correspondante de t est 


(3) sC+EVi =): 


on arrive au même résultat en développant l'équation (1) 
et en disposant de £ de manière à rendre les deux racines 
égales. 

L’équation (2) donne aisément 


a? 
nm = 1 — —; 
Ft 


— cos BCM, 


or, 


, 


BIS 


donc 
m —= sin BCM. 


Si l’on avait besoin de connaître BM, on le calculerait 
facilement au moyen de l’équation (2), 


BM = 


VI— 7° 
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On calculera simplement une valeur approchée de x, 


ARR X MES LE m° 
en remarquant que V1 — 7" est à peu près égal à 1 — — 
2 

2 





et que — 





1 — — 


Pi 
On se ferait une idée plus nette de l’approximation en 








développant —-——— = en série , 
1— 
I Mo 
SL en 
Vi— m° 2 6 


m° Le 5 CR: 
En ne conservant que 1+ --,0n néglige donc la quatrième 


puissance de m et les puissances supérieures. 


Posons done 
m'? 
TL (: —+- me). 
D 


Nous pouvons admettre qu’en France rm varie de > à 


Li 
5 la plus g orande valeur de x serait donc 


do 


a(1,03125), 
la plus petite 
a (1 ,0078125). 


La ligne CM différera donc toujours peu de CB; s’il 
s'agissait d’une dépêche transmise par le télégraphe élec- 
trique, m2 serait infiniment petit et lonauraitr =: 
la voie la plus rapide serait CBA. 

Les formules deviennent illusoires si » n’est pas infé- 

. A , A . . . : 
rieur à 1, c’est-à-dire si la vitesse par le chemin de terre 
n’est pas inférieure à la vitesse par le chemin de fer. Il 
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est facile de reconnaitre qu’alors la voie la plus courte $e- 
rait CA. 

On pourrait encore se demander quelle est la route la 
plus économique ; en appelant p le prix de 1 kilomètre sur 
la route de terre, p' Le prix de 1 kilomètre sur le chemin 
de fer, et en posant 

sant 


== 72 


re. 
on arrive, par des calculs analogues aux précédents, à 


a 


© 
Preir 


n diffère généralement peu de Punité, de sorte que la voie 
la plus rapide n'est pas la plus économique WE 


e 





NOTE SUR LA THÉORIE DES ASYMPTOTES (**); 
Par M. Pauz SERRET, 


Professeur. 


nl 
EE 





4. La détermination des coeflicients angulaire et li- 
néaire des asymptotes, telle qu’elle résulte de la méthode 
de M. Cauchy, repose, comme on sait, sur cette hypo- 
thèse, que l’on peut représenter lordonnée d’une 
branche de courbe ayant une asymptote dont l'équation 
est 

y =Ccx+d 


par une somme de deux parties dont la première est l’or- 
donnée mème de l’asymptote, et la seconde une fonc- 





Ne É 1 à I ; L I 
(*) On a: pour infanterie, n — —; cavalerie, n — -—; artillerie, n =", 
; 2 6 15 


(*#) Voir Vaxxson, tome VIIF, page 398. Tx. 
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tion V de x ety, qui tend vers zéro quand x et y tendent 
vers l'infini. 

Or, quoique, au point de vue théorique , la possibilité 
d'une pareille expression pour l’ordonnée de la courbe ne 
paraiïsse point douteuse, on doit convenir cependant qu'il 
est fächeux qu’une théorie aussi importante que celle 
dont il s’agit, repose sur une transformation que l’on ne 
pourra réaliser que dans quelques cas très-particuliers. 

On doit remarquer, en outre, que, dans la méthode de 
M. Cauchy, il n’existe aucune liaison entre les deux pro- 
blèmes qui consistent à rechercher les asymptotes paral- 
lèles aux axes des x et des y, ou les asymptotes qui ren- 
contrent ces axes. On comprend bien cependant, à 
priori, que ces deux problèmes peuvent être ramenés à 
dépendre l’un de l’autre, et que la détermination des 
asymptotes parallèles aux x et aux y, à laquelle on par- 
vient d’une manière très-simple, par une méthode 
exempte de toute obscurité, et ne nécessitant aucune 
hypothèse, doit conduire à la détermination des asymp- 
ttes qui rencontrent ces axes. Ces considérations m'ont 
conduit à une théorie nouvelle, qui ne paraît présenter 
aucun des inconvénients de l’ancienne, et qui conduit 
d’ailleurs aux mêmes résultats par une voic aussi simple. 

2. Première PARTIE. Détermination des asymptotes 
parallèles aux axes des x et des y. 

Les raïisonnements ordinaires nous conduiront à Ja 
règle suivante : 

St y — b représente une asymplote parallèle à ox, et 
St x"o(y) représente l’ensemble des termes de l’équa- 
on de la courbe qui renferment la plus haute puissance 
de x, l’ordonnée à l origine de l'asymptote, b, sera l'une 
des racines réelles de l'équation 


?(y)= 0. 
Ann. de Mathémat., 1. XIII. (Avril 1854.) 10 
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Corollaire. On déduit de cette règle les conséquences 
suivantes : 

1°, Pour que la courbe ait au moins une asymptote 
parallèle à ox, il faut que la plus haute puissance de x 
quientre dans l'équation soit multipliée par une fonction 
de 7 ; 

5°. Pour obtenir l’ordonnée à l'origine de l’asymp- 
tote parallèle à ox, il suffit d’égaler à zéro la fonction 
de y qui multiplie la plus haute puissance de x, et de 
chercher les racines réelles de l'équation résultante. 

Ces considérations vont nous permettre de déterminer 
par un même calcul les coefficients angulaire et linéaire 
des asymptotes qui rencontrent les axes. 

Remarque. On parviendrait de la même manière à 
une règle semblable pour les asymptotes parallèles à oy. 


3. DEUXIÈME PARTIE. Détermination des asymptotes non 
parallèles à 07. 
Soient 
Ÿ Cut d 


une asymptote non parallèle à oy, et 


f1) nf. Cera()+= 


Péquation de la courbe, mise sous la forme ordinaire. 
Menons par l’origine des axes actuels, ox’ parallèle à 
l’asymptote, et passons du système d’axes ox, 0y au Sys- 
tème ox’, 07; les formules de transformation seront 
» ENRE NO PORNEZ PIE ekx', 
d’où 


(2) à sil 
T 


k étant un nombre. 
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Substituant à x et à 7 dans léquation (1), leurs va- 


leurs tirées de l’équation (2), il viendra, pour l'équation 
de la courbe par rapport aux nouveaux axes, 
f 


Tr ip nr 
a pan [ñ(o+ Lrto+ À] i 


: B O, 
cle mA m1 | Ac) + 7 | æ"? x'"-2 Ô 
HA 


Or, la courbe ayant une asymptote parallèle à l'axe actuel 
MT 0L : 

1°. Il est nécessaire que le multiplicateur numérique 
de la plus haute puissance m de x’ s’annule, ce qui donne 
l’équation 


(1) HÊClE, 0 


laquelle détermine les coeflicients angulaires des asymp- 
totes ; ù 

2°. D'après l'équation de condition RME RNAEM ES 
plus haute puissance de x' qui persiste dans l'équation (3), 
son multiplicateur est A" [y!f} (c) + f, (c)]; nous de- 
vons donc, d’après ce qui précède, l’égaler à zéro, et la 
valeur de y’ satisfaisant à l’équation 


J'f(e)+f(c)=0, 


nous donnera l’ordonnée à l’origine de l’asymptote, à 
savoir 


(Hi) prié ed NO) 





Remarque I. Si une racine réelle et multiple de l’équa- 
tion (I) annulait f, (c),x'"-1 ne serait plus la plus haute 
puissance de x’ entrant dans l'équation (3); mais æ/"-2 
étant alors la plus haute puissance de x’ persistant dans 

10. 
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l'équation, son multiplicateur égalé à zéro fournira une 
équation du second degré en y, dont les racines réelles 
fourniront les coeflicients linéaires de deux asymptotes 
parallèles à ox”, correspondant à la racine multiple de 
l'équation (I), que nous considérons. 

Remarque IT. Xl est peut-être inutile de faire observer 
que l’ordonnée à l’origme d’une asymptote par rapport 
aux axes ox’, oy, est aussi l'ordonnée à Porigine par rap- 
port aux axes primitifs ox , 0y. 


A —— 
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Tous les ouvrages annoncés dans les Nouvelles Annales de Mathématiques 
se trouvent chez MaLLET-BACHELIER, libraire, quai des Augustins , 55. 


memes 


OMAR ALKHAYYAMI {n° siècle, vers la fin). 


L'Arcèsre Dp'Omar ArkmAvyami, publiée, traduite et 
accompagnée d'extraits de manuscrits inédits, par 
M. F. Wocpcke, docteur agrégé à l’Université de 
Bonn, membre de la Société asiatique de Paris. Paris, 
1851. Typographie de Firmin Didot, frères. In-8°, 
XIX-127 pages. 

La traduction est suivie du texte arabe, de 41 pages, 


4 planches de 41 figures. 


Les prix des objets se règlent, non sur les besoins ma- 
tériels, mais sur les jouissances esthétiques ou intellec- 
tuelles qu’elles procurent, et particulièrement sur leur 
rareté. C’est ainsi que, jouant d’un instrument pendant 
une seule soirée, Paganini sera mieux rétribué que les 
travaux de cent laboureurs, pendant une année entière, 
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et celte appréciation est de toute justice; car il y a des 
millions de laboureurset un seul Paganini. Sous ce point de 
vue, l’érudition orientale est aussi la plus précieuse, sur- 
tout quand elle se rapporte à l’histoire de l’esprit humain, 
à celle des sciences. Les vrais philosophes, ceux qui s’in- 
téressent aux sciences exactes, méritant seuls ce nom, 
doivent donc applaudir aux efforts de M. Wocpcke pour 
nous faire connaître l’état des mathématiques chez les 
Arabes. 

En 1851, l’excellent géomètre arabiste a donné un 
extrait de l’ouvrage dont nous possédons maintenant le 
texte complet avec une traduction qui ne laisse rien à dé- 
sirer, grâce aux éclaircissements et aux notes qui tradui- 
sent en formules modernes, courtes et claires, la phra- 
séologie longue et quelquefois ambiguë de l'original ; ilfaut 
se rappeler que les Arabes n'emploient aucun caractère 
symbolique, aucun signe, tout est discursif, parlé. Nous 
avons déjà donné une analyse de cette remarquable pro- 
duction {tome IX, page 389; 1850) : ce n'est pas une 
application de l'algèbre à la géométrie, maïs, au contraire, 
une application de la géométrie à l'algèbre. Il s’agit de la 
construction géométrique des équations du deuxième et du 
troisième degré ; bien entendu, des équations 7umériques. 
Les littérales ne datent que de Viète. Pour ramener les 
équations aux dimensions de l’étendue, Alkhayyämi les 
rend homogènes, en introduisant l’unité. Exemple : 
2x— 3 x —1b;ilécrit2 x —3.1.x = 6.1; x élant une 
ligne, on a trois surfaces. Pour les équations cubiques, 
on a des solides, et, au moyen de l'intersection de deux 
coniques, Alkhayyämi parvient à l'égalité de deux solides 
comme dans nos Traités élémentaires. Il n’est jamais 
question ni des racines négatives et encore moins des ra- 
cines imaginaires; les valeurs négatives sont nommées 
impossibles. N’admettant que des solutions positives, 
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l’auteur ne trace que des demi-coniques, des demi-para- 
boles, des demi-hyperboles, etc.; mais il a toujours soin 
de démontrer que les courbes doivent se couper; ce qui est 
souvent le point difficile. Voici , du reste, comment l’au- 
teur annonce son but : 

« Une des théories mathématiques dont on a besoin 
» dans la partie des sciences philosophiques, connue 
» sous le nom des Sciences mathématiques, c’est l’art 
» de l’algèbre, lequel a pour but la détermination des 
» inconnues, soit numériques, soit géométriques. Il se 
» rencontre dans cette science des problèmes, dépendant 
» de certaines ‘espèces très-difficiles de théorèmes préli- 
» minaires, dans la solution desquels ont échoué la plu- 
» part de ceux qui s’en sont occupés. Quant aux anciens 
» (par là il désigne les Grecs), il ne nous est pas parvenu 
» d'eux d'ouvrage qui en traite; peut-être, après en avoir 
» cherché la solution et après les avoir étudiés, n’en 
» avaient-ils pas pénétré les difficultés ; ou peut-être leurs 
» recherches n’enexigeaient pas l'examen ; ou enfin, leurs 
» ouvrages à ce sujet, s’il y en a, n’ont pas été traduits 
» dans notre langue. Quant aux modernes, c’est Almä- 
» häni (*), qui, parmi eux, concut l’idée de résoudre 
» algébriquement le théorème auxiliaire employé par 
» Archimède dans la quatrième proposition du livre II 
» de son Traité de la sphère et du cylindre; or, il fut 
» conduit à une équation renfermant des cubes, des 
» carrés et des nombres, qu'il ne réussit pas à résoudre, 
» après en avoir fait l’objet d’une longue méditation. On 
» déclara donc que cette résolution était impossible, 
» Jusqu'à ce que parut Aboû Diafar Alkhäsin ( **), qui 





(*) Mohammed ben Içà Abou Abadallah Almähàni, né à Bagdad, auteur 
de plusieurs ouvrages de Mathématiques. 
(**) On ne connait pas son véritable nom, mais seulement ce surnom. 


» 
» 
» 
» 
» 
» 
» 
» 
» 
» 
» 
» 
» 
» 


» 
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résolut l'équation à l’aide des sections coniques. Après 
lui, tous les géomètres avaient besoin d’un certain nom- 
bre des espèces des susdits théorèmes, et l’un en réso- 
lut une, et l’autre une autre. Mais aucun d'eux n’a 
rien émis sur l’énumération de ces espèces, ni sur l’ex- 
position des cas de chaque espèce, ni sur leurs dé- 
monstrations, si ce n’est relativement à deux espèces, 
que je ne manqueral pas de faire remarquer. Moi, au 
contraire, je n'ai jamais cessé de désirer vivement de 
faire connaître avec exactitude toutes ces espèces, ainsi 
que de distinguer parmi les cas de chaque espèce les 
possibles d’avec les impossibles, en me fondant sur 
des démonstrations ; car je savais combien est urgent le 
besoin de ces théorèmes dans les difficultés des pro- 
blèmes. » (Page 1-2.) 

Le problème d’Archimède cité est la cinquième pro- 


position du livre II (non la quatrième); il s’agit de couper 
la sphère par un plan, de manière que le rapport des 
volumes des deux segments soit égal à un rapport donné. 
Ainsi, c’est un problème d’algèbre appliquée à la géomé- 
trie qui, chez les Arabes, a donné naissance à l’applica- 
tion de la géométrie à l'algèbre. Voici comment notre 
auteur définit l'algèbre : « Avec l'assistance de Dieu et 


» 
» 
» 
» 
» 
» 
» 
» 
» 
» 


» 


avec son concours précieux, Je dis que l'algèbre est un 
art scientifique. Son objet, ce sont le nombre absolu 
et les grandeurs mesurables, étant inconnus, Mais rap- 
portés à quelque chose de connu, de manière à pouvoir 
être déterminés; cette chose connue est une quantité 
ou un rapport individuellement déterminé, aïnsi qu'on 
le reconnait en les examinant attentivement; ce qu'on 
cherche dans cet art, ce sont les relations qui joignent 
les données des problèmes à (Vinconnue), qui de la 
manière susdite forme l’objet de l'algèbre. La perfec- 
ion de cet art consiste dans la connaissance des mé- 


(Urbe: ) 
» thodes mathématiques au moyen desquelles on est en 
» état d'effectuer le susdit genre de détermination des 
» inconnues, soit numériques, soitgéométriques. » (P. 5.) 

Cette définition, très-exacte, est celle qu’on adopte 
encore aujourd’hui. 

Dans tout le cours de l'ouvrage, l’auteur montre une 
connaissance parfaite de la géométrie des Grecs et une 
grande habileté à la manier. Les divers cas des problèmes 
sont discutés avec beaucoup de perspicacité et même de 
profondeur. Il sait même qu’aux racines égales corres- 
pondent des contacts dans les coniques ; observation dont 
ilcomprend l’importance et qu’ildit avoir faite le premier. 
Il est vrai que dans ce cas il n’admet qu’une seule racine 
et ne distingue pas deux racines égales. Il y a même des 
cas où, pour l'équation cubique, il assigne des limites aux 
coeflicients, pour que deux racines soient positives, pos- 
sibles ou impossibles. C’est pour l’équation XVII (page 40), 
et selon notre système d'écriture x? + a — cx?°. 

Il déclare impossible la construction géométrique des 
equations du quatrième degré. Je ne sache pas que les 
Grecs non plus aient construit de telles équations. 

Le titre complet du texte est : 

Mémoire du sage excellent Gaivara Enpin Asou 
Fare Omar 8EN [srAniIm AckHAvyami DE Nicxagour. 

Alkhayyämi signifie tentier, fabricant de tentes. 

Nichabour est une ville de la Perse, dans le Khorâcän. 

On ne connaît pas la date précise ni de sa naissance, ni 
de sa mort. Il fut élevé avec deux jeunes gens devenus cé- 
lèbres : Nishaim Almoulk, vizir des sultans Seldjoukids 
Alp-Arslan et Malik-Chah, et Haçan Tbn Sabbah, fon- 
dateur de l’ordre des Assassins (*). Alkhayyämi était 


(*) Connu sous le nom de Vieux de la Montagne (Cheyk el djebel). As- 
sassix est une corruption de hachich (chanvre), boisson dont il enivrait 





ses sectaires, 
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poëte; il parait que ses vers étant assez libres lui ont 
fait une mauvaise réputation. Mais il est surtout célèbre 
pour la réformation du calendrier persan qu'il fit en 1079, 
par ordre du sultan Malik-Chah, fondateur de dynastie. 
On rend bissextile la 4° année 3 fois de suite, comme dans 
le calendrier julien; maïs la 8° fois , c’est la 5° année qui 
a 366 jours, de sorte que c’est une intercalation de 8 jours 
sur 33 années; cette opération suppose une année solaire 
de 365i 5! 49/5” 28". En eflet, 33 fois cet excès donnent 
8i o! 14! 24/. La réformation grégorienne suppose une 
année solaire de 365i 5" 49! 12/; l’année tropique vraie 
est 365i 5? 48! 46/ 49": ainsi l’année persane est la plus 
exacte. 

L’inégalité disparaît au bout de 33 ans; il en faut 400 
dans le calendrier grégorien. 

Quoique Persan, Alkhayyämi a écrit en arabe, qui 
passait pour langue savante, comme chez nous le latin. 

M. Woepcke, sous le titre d’Ædditions, cotées À, B, 
C, D, E, donne encore la traduction de quelques textes 
arabes, les quatre premiers relatifs au problème d’Ar- 
chimède, et le dernier à la trisection de l'angle. 
Addition A. C’est du Chaïk Asouz HAçan BEN ALHAï- 

raAmM (*) sur la section d’une ligne employée par 

Archimède dans le livre II. 

Prenons sur une droite cinq points dans cet ordre D, H, 
B, T, Z, et faisons 

DH /r) 0 DB a DT cb DZ; 


a, b, c sont des longueurs données : il s’agit de trouver x 
au moyen de l'équation 
x(c— zx) —=« b. . 


Alhaïtham construit cette équation à l'aide des deux 








(*) Mort en 1034. 
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coniques 


Z'—4aY, Yÿ(c—x)—= ab. 


À la suite de ce Mémoire, on trouve une autre solution, 
précédée de ces mots : d’une autre manière par une autre, 
au moyen du mouvement de la ligne; ainsi, comme on 
dirait aujourd’hui, c’est une solution cinématique. Les 
Arabes désignent ces solutions sous le nom de géométrie 
mobile. (Page 120.) 

On prend sur la droite un sixième point C, tel qu’on 
ait ZC = TZ, alors DC — b + c;en D et en Z on élève 
des perpendiculaires à la droite DC; sur la première per- 
pendiculaire on prend DA — DB — a; parles points fixes 
À et C on fait mouvoir deux droites constamment paral- 
lèles et coupant respectivement la droite DC en des points 
H... et la seconde perpendiculaire en des points E...: 
lorsque EH sera perpendiculaire aux parallèles, le point H 
sera le point cherché. 

M. Woepcke remarque que cette construction revient 
à construire : 1° la parabole qui a pour foyer A et pour 
sommet D; 2° la courbe, pied des perpendiculaires abais- 
sées du point C sur les tangentes à la parabole; 3° à trou- 
ver l'intersection de cette dernière courbe avec la seconde 
perpendiculaire, et il fait voir l'identité de cette construc- 
tion avec celle de Platon pour tracer deux moyennes 
proportionnelles; et, à cette occasion, le savant géomètre 
ajoute que la podaire d’un point situé sur la directrice 
d’une parabole est une focale à nœud de M. Quetelet; 
l'enveloppe de la droite mobile EH est une hyperbole. 

On lit, pages 73 et 74, une liste der1 7 Mémoires com- 
posés par Alhaïtham; il serait très-intéressant de les re- 
trouver, entre autres : 1° Traité de l'analyse des problèmes 
géométriques; 2° Mémoire sur les étoiles qui se forment 
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dans l'air ; 3° Mémoire sur le mouvement complexe; peut- 
être le mouvement composé, etc. 

Dans l'addition B, dont l’auteur est inconnu, on con- 
struit l'équation 

D CT. 
et la limite de possibilité est assignée sous la forme remar- 
quable 
274, —=/10. 

L’addition C (page 103) est de Asou SAHL VIDIAN BEN 
Vasrem Azqçouui. Il résout ce problème omis par Archi- 
mède : Construire un segment de sphère égal en volume 
à un segment de sphère donné, et égal en surface à un 
second segment de sphère donné. 

Soient r le rayon de la sphère à laquelle appartient le 
segment, À la flèche cherchée du segment; on a 


34 (3r—4)=— a, arr ht, 


ae a b 
Faisant 3 = ae == be 
3 b' Ir 
A—-ba+Sab 0, TS BRENT Pur nEs 
a a 


11 faut exclure les valeurs négatives de r et À aïnsi que 
A>>or. Alqouhi, non-seulement résout le problème, 
mais il en discute tous les cas particuliers complétement, 
avec une extrême sagacité. C’est peut-être le morceau le 
plus intéressant de ce recueil qui place M. Woepcke 
parmi les savants érudits les plus consciencieux, les plus 
utiles de notre époque. Puisse-t il trouver moyen de se 
fixer dans notre pays, où il pourra un jour prendre rang 
dans l’Académie des Inscriptions, genre d’importation 
qu'on ne saurait trop favoriser. Telle était l'opinion du 
grand siècle. Des négociations étaient ouvertes pour atti- 
rer en France, Érasme, Leibnitz, Huyghens, Torri- 
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celli, etc. On avait besoin d’un astronome, Louis XIV fit 
venir Cassini. C’est là un patriotisme éclairé, vu de 
haut. Devant la science, comme devant Dieu, il n’y a 
pas de nationalité. | 


Note. Dans l'excellente traduction du Mémoire de M. de Humboldt 
(tome X, page 372) que M. Woepcke absent n’a pu revoir, il s’est glissé de 
nombreuses fautes d'impression qui ont été corrigées dans le tirage à part. 


La littérature orientale vient de faire encore une pré- 
cieuse acquisition. La traduction depuis si longtemps at- 
tendue des Tables astronomiques d’Oloug-Beg vient de 
paraitre; le texte est imprimé depuis 1847. M. Sédillot a 
complété son travail en le mettant à la portée du grand 
public, et en l’accompagnant d’un commentaire néces- 
saire, indispensable même pour un auteur qui présente 
bien des obscurités. Dans cet ouvrage ainsi que dans 
d’autres, bien connus des géomètres , le savant professeur 
combat avec succès l'opinion si longtemps accréditée, que 
les Arabes n'avaient aucune espèce de spontanéité. Dans 
un Journal d'astronomie que nous aurons bientôt, on 
essayera de faire connaître ce qu’on doit à ce petit-fils de 
Tamerlan (xv° siècle); mais nous pouvons déjà dire que, 
si M. Sédillot a parfaitement raison de combattre ceux 
qui, pour élever les Indiens et les Chinois, croient né- 
cessaire de déprimer les Arabes, il n’est pas non plus 
juste d'élever les Arabes aux dépens des deux autres na- 
tions. D'ailleurs le génie n’est pas une fonction des coor- 
données de l’espace et du temps; pour se manifester, 
il n’a besoin que de circonstances favorables. 

Pourquoi M. Sédillot, savant si laborieux, si conscien- 
cieux, versé dans les sciences astronomiques et dans les 
deux langues orientales qui en contiennent les plus pré- 
cieux documents, pourquoi un homme d’un talent si rare 
ne peut-il employer tous ses moments à des occupations 
de prédilection? Pourquoi l’astreindre à une besogne vul- 
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gaire que cent autres pourraient faire? Nous nous éver- 
tuons sans cesse à tirer le meilleur parti possible des forces 
naturelles, de l’eau, du vent, de la vapeur, de l’électri- 
cité, etc. Quand saurons-nous faire bon emploi des forces 
intellectuelles ? 





THÉORIE DES FRACTIONS CONTINUES ALGÉBRIQUES ; 
Par M. C.-W. BORCHARDT (ne BERLIN). 


On sait qu'on peut réduire en fraction continue la ra- 
cine carrée d’un nombre entier. En est-il de même pour 
une fonction algébrique entière d’une seule variable? 


Abel, en cherchant dans quels cas l'intégrale di . dx 


(fx, X sont des fonctions entières de x) peut s’évaluer 
en logarithmes, a rattaché cette évaluation au développe- 


ment en fraction continue de V X ( OEuvres complètes, 
tome I, page 33, et Crelle, tome [, page 184); ensuite, 
Jacobi ramène inversement ce développement à la multi- 
plication de ce genre d’intégrales, mais seulement pour 
le cas où X est du quatrième degré, les intégrales étant 
alors elliptiques (Crelle, tome VIT, page 41), et il donne 
ce résultat, sans démonstration. Dans un Mémoire inséré 
dans le journal de Crelle {tome XLVIIL, cahier 1), 
M. Borchardt donne non-seulement cette démonstration, 
mais établit ce magnifique théorème : 
GT —_— Li 
Vzox — Vx (x — a) (x — a)... (TX — ay = D + ss 
[Us 
I 
+H— +, 1 1 
2: J'TE res Dre LS EU 
pr Vævx Ar. 
RETENUS 


Sn 
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les r sont des fonctions entières de degré » et les v des 
fonctions , généralement parlant, du premier degré. La 
détermination de ces fonctions dépend de l'intégrale 


Je bEhtteshoat,, 
fr, Vrox 


Des raisonnements rigoureux, des idées d’une clarté 
parfaite, une succession d'idées parfaitement coordon- 
nées, qualités qui distinguent le célèbre analyste berli- 
nois, rendent ce sujet difficile, d’une facile compréhen- 
sion. Le Mémoire est écrit en français. En le reprodui- 
sont dans le Journal de Mathématiques, M. Liouville 
rendrait plus accessible aux géomètres français un modéle 
de style, de rédaction et de haute logique. 





NOTE SUR UNE FORMULE DE M. GAUSS RELATIVE À LA DÉ: 
COMPOSITION D'UN NOMBRE EN DEUX CARRÉS ET SUR 
QUELQUES FORMULES ANALOGUES ; 


Par M. ANGezO GENOCCHI (ve Turin). 





Je démontrerai la formule de M. Gauss, qui exprime 
de combien de manières un nombre entier peut être dé- 
composé en deux carrés (voir Nouvelles Annales, 1. IX, 
p. 307 ): 

Je remarque d'abord qu’il ÿ a autant de décompositions 
pour un nombre 7 que pour son double. En effet, si 
l'on a 

n = + v?, 
il en résulte 
2n =(u+o) + (u — v}; 


(159) 


et réciproquement, de 
2n—=u?+ V1, 


où u/ et #’ seront tous les deux pairs ou impairs, on con- 


clut 
( + ‘) ( — =) 
V f Aa —- —— ; 
2 2 


donc, à toute décomposition de #7, il répond une dé- 
composition de 2n, et vice versd, et l’on voit d’ailleurs, 
par ces formules, que les décompositions correspondantes 
à deux décompositions différentes de l’un des mêmes 
nombres seront aussi différentes entre elles. 

Il suit de là qu’on peut supprimer, dans le nombre 
proposé, tout facteur puissance de 2, ce qui donnera pour 
résultat un nombre impair. 





En second lieu, si t est le plus grand commun diviseur 
de u et v, et qu’on fasse 


E =— tu’, UE to’, 


l'équation 
n= u? +06 
deviendra 
Hu ou), 
de sorte que t° (u"? + v”?) sera divisible par tout diviseur 


premier p de n. Donc, si p est de la forme 4m +5,ne 


pouvant diviser la somme u”? + »"? de deux carrés pre- 
miers entre eux, ce nombre divisera t; et posant 


n=p"n', t— pr, 


où 7 et p sont des exposants entiers, et 2”, {'des entiers 
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premiers à p, On aura 
p” n' = p Pr (u"? + p"?), 
et, par conséquent, 
Tr —2p, 


c'est-à-dire que l’exposant x doit être pair. On voit doné 
que, si z est décomposable en deux carrés, le produit de 
tous ses diviseurs premiers de là forme 4m +3 sera un 
carré, facteur commun de ces deux mêmes carrés. 

On aura en mème temps 


REC (UE + 02), 


et l’on en conclura que, dans cette recherche, on peut 
aussi faire abstraction des diviseurs premiers de la forme 
4m+3, et, en conséquence, ne considérer que les 
nombres dont tous les diviseurs premiers ont la forme 
AM +1. 

Cela posé, si 7 est un nombre premier de cette forme, on 
sait qu il peut toujours être décomposé en deux carrés, mais 


? QE . id 7 
d’une seule manière. Si n —p , p étant un nombre pre- 
mier de la même forme, on pourra supposer 


n=uw+w—{(ux+e 1) CENT Ent 


p=g+n=(g+rV—i)(q—r x), 


(a SV) (WE) 
= (+7) (ar) 





donc u + y ÿ—1 sera l’un des diviseurs complexes du 
produit 


Car VE (or 


(Gr |) 
Or, pour les nombres complexes de la forme À + B ÿ—r, 
on démontre le principe, que ces nombres ne peuvent être 
décomposés en facteurs complexes premiers que d’une 








seule manière (*); d’ailleurs, 9 +rV—1etq—ry —1 
sont des nombres complexes premiers : donc u + v W—1 
aura la forme 


(=) (a +7 Vi (a — ri}, 


z'étant 0,1, 2, ou 3, et k, À étant nuls ou entiers positifs. 
On entire 


RE Vogue 
et, par la multiplication, 


7e (gr) TÀ , 


c’est-à-dire 


h A 
H— pP de 9 

d’où il suit 
h+k—=T—T, 


et 


u + v Ge — EN mas ere 


Cette équation fournira toutes les valeurs possibles de w 
et #, et, par suite, toutes les décompositions de n en deux 





(*) Je renvoie au beau Mémoire de M. Gauss, Theoria resid. biquadr. , 
inséré dans les Comment Gotting. recent., tome VIT; on peut voir aussi 
une démonstration de Wantzel dans les Comptes rendus de l’Institut, 
séance du 15 mars 1847. Le mème principe n’est pas vrai pour les nombres 
complexes de tous les degrés, comme M. Kummer l’a démontré (voyez le 
Journal de M. Liouville, tome XIE, page 202). Ainsi c’est, je crois, par 
inadvertance qu’on a dit (Nouvelles Annales, tome VIIT, page 364 ) que la 
démonstration du dernier théorème de Fermat dépend de ce principe. 


Ann. de Mathémat., t. XIII. (Mai 1854.) II 
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carrés, en remplaçant hsuccessivementpar 0,1, 2,3,...,7. 
Mais on peut la réduire à 


pete mine ——\7 —} 
ateVi= (9 + re) (ar) 


car le facteur (—1} ne peut qu’échanger entre elles les 
valeurs de et s, ou changer leurs signes, ce qui n'aug- 
mente pas le nombre des décompositions. On aura ainsi 
rx + 1 déterminations de uet y; mais comme 


LA. 4 th ——,7—h 

u—v#/—i—(qg—rV—:) (g+ry—:i) 9 
etque, par conséquent, la substitution der — hat} 
change seulement le signe de s, on n’emploiera que la 
moitié des valeurs de 2, et le nombre des déterminations 


Jets ARTE EU 
sera réduit à 





e C e. « T . . 
S1 X ES impair, …àa 5 + I S1 TX est par. 


: ! : 3 
Dans ce dernier cas, on aura, pour h — 5 7 la détermi- 


nation 








ue i=(g+r V1) (gr iŸ = (a +}, 
c’est-à-dire 

un (giePT A bi0 
alors 72 —u? et n’est pas décomposé en deux carrés : 
donc, en excluant cette détermination, on conclura que 
le nombre des décompositions de 7 — p” en deux carrés 


KR + I 
est 





. . T . 
pour T impal”r, 24 pour T palr. 


. T : y» . 
Je suppose maintenantn—p n', n'étant premier à p, 
et J'ai 





@+eÿ— 1) (&—rV—3) 


at ATEN 9 1 CN RL 0 be 
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qui montre que & + p V—1 doit être un diviseur com- 
plexe du produit 


(g+r 5) (9 — 73) »'; 


donc, si u! + v’—1désigneun diviseur complexe de n/, 


u + y Ÿ—1 aura la forme 
(gr (gr + VS), 


d'où, en changeant le signe de 3 , et multipliant les 
résultats, on tirera 


-h k 
+= (gp +n) À (ut + vw), 
ou 


| h+k 
FANS x (u?+ 1), 


et, par suite, 
RHk=m, out poire pt. 


On obtiendra donc toutes les valeurs de x et s par l’équa- 
tion 


u + pvp — I 
(VD (eye) (4 NN a tu 5), 


où l’on remplacera À successivement par or, 23207 
et 4’, v’ par toutes les solutions de l'équation 


2 


Hp? = y, 


Mais on peut, pour les mêmes raisons que ci-dessus, 


omettre le facteur (Y—: }i, et alors l'équation précédente 
fournira (7 +1) N'déterminations de w et ’, N’étantle 


IT 


(act) 
nombre des solutions de l'équation 
LH pen. 


Ces déterminations seront égales deux à deux au signe 
de # près, si l’on emploie successivement tous les deux 


diviseurs complexes u!+ 9’ V—1 etu'— v! V—1 de 
n',car on aura 


NE EU SE (NE UNION 
si 7 est pair el z2' un Carré, On aura ainsi la détermination 
os (ar Ver) le rue (ee 


I 
pour h—27T, et 


laquelle donnant 
u—(g'+r'jtu, v=0, 


ne devra pas être comptée dans les décompositions de 7 
en deux carrés. Donc le nombre de ces décompositions 
sera 
(x + 1) N 
2 


x D ‘À a . 0 
lorsque , n netant pas un carre, 7 est impair, et sera 


(rx + 1)N/—1 
3) 





si n est un carré et 7 pair : N’ exprime combien il y a des 
nombres complexes 


up NET. mb UT, 
qui sausfont à l'équation 


/ / 
u?+pt= n!, 


( 165 ) 


et se déduit du nombre des décompositions de n’en deux 
/ ! 

, . . / . N Enr 

carrés, puisque ce nombre est LL est pair, et 





si N'est impair. 
De tout cela il est facile de conclure que si 


© 
n= a LÊ KR 


a, b,c, etc., étant des diviseurs premiers diflérents, 
tous de la forme 4m+1,et «,6,7, etc., des exposants 
entiers positifs, et si l’on fait 


N= (a+ 1)(B+i) +1). 
: … $ N 
le nombre des décompositions de » en deux carrés sera — 
2 


; N—1 
lorsque n n'est pas un carré, et =. lorsque n est un 


carré. Car ce théorème est démontré dans le cas d’un seul 
diviseur premier, et l’on peut aussi déduire de ce qui 
précède que, s'il est vrai pour ? diviseurs premiers, il 
sera vrai également pour un diviseur premier de plus. 
On obtient ainsi la formule de M. Gauss. 
Si l’on cherche le nombre des solutions de l’équation 


+ =An;, 


on peut compter comme telle x = Vn, y — 0, dans le 





S L I L] 
cas de z carré, et alors ce nombre serait au lieu 


()- 


On sait que N est le nombre des diviseurs entiers de 72. 


N —:1 





de 


— — ————————————— 


(*) Ceci montre linutilité de la correction indiquée tome IX, page 308. 
Ta. 
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La formulé de M. Gauss est aussi une conséquence. de 
l'équation (*) 
(t+2t+att+2n +...) 


t 4 29 
=1+4( + =}, 


1 { J-— 15 I1— /° 








à laquelle on est conduit dans la théorie des fonctions 
elliptiques ou des factorielles réciproques. En eflet, si 
l'on représente par M4” le terme général du premier 
membre développé, l’exposant » sera de la forme x? + y”, 
et le coefficient M sera 


M—2N, + 4N,, 


où N, indique le nombre (o ou 2) des solutions de lPéqua- 
üuon 

XV AN, 
l’une des inconnues x, y étant nulle, et N, indique le 
nombre des autres solutions de la même équation, pourvu 


qu'on compte comme deux solutions les deux détermi- 
nations 


TU EE =, Tv € y —=.4, 


«1 u et # sont différents, et comme une seule si = 0, 
mais sans avoir égard au signe de x et de y. D’autre part, 
un terme quelconque du second membre est 


tir 


SRE Dern ere 


ere 
qui se développe en termes de la forme 
4 (—1}i. tri pii)h — 4 (— L'AES (Re 
de sorte que l’exposant de £ sera n si l’on à 


(2i+ 1)(A+1)= x», 








em, 


(*) Gaucux, Comptes rendus, 1843, 2° semestre, pages 523 et 567. 
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el, par suite, si 22 +1 est un diviseur de #3; on voit, de 
plus, que ce terme sera positif si £ est pair, négatif si z est 
impair, et que, dans le premier cas, 21+ 1 est de la 
forme 4 m + 1; dans le second, 22 + r est de la forme 
4m +3; donc, en appelant d, le nombre total des divi- 
seurs de 7 de la première forme, 4, celui des diviseurs de 
la seconde, l’agrégat de tous les coeflicients de £" dans le 
développement du second membre sera 


4 d, — A HS 
qui devra être égal à M, et, par conséquent, 
N+2N—2(d,— d,), 
Donc, si n est réduit à n'avoir aucun diviseur premier de 
la forme 4m + 3, d, étant nul, on aura 


N;+ 2N;, = 24d,, 


résultat qui coïncide, comme on voit facilement, avec la 
formule de M. Gauss. 

La mème théorie, que nous venons de rappeler , donne 
l'équation 


(iathoit + ont... )(a+2rt+ 28/4 2...) 


t À Le 4 
=1+2| — + nn 7 +...) 








1 —t L— 1— d° 1— 1! 


de laquelle on tire d’une manière semblable le nombre des 
solutions de l'équation 


D NY pes: 


Si N, est le nombre des solutions de cette équation lorsque 
l’une des inconnues est nulle, et N, celui des autres solu- 
tions; si, d’autre part, on exprime respectivement par 


(168 ) 


d;, ds, d;, d; combien le nombre n a de diviseurs des 
formes 


8m+i, 8m +3, 8m+5, 8m+7, 
on trouvera 
N+2N—=d + d,— d;, — d;. 
On a aussi 


(i+aé+ait+ 2094, ) (1H 26 + 26H 2 ES.) 


I— t 1 + 6 1— L° 
= NE t + Et? + CES RS 
1 — 1° 1+éf 1 — 6° 











et en appelant N, le nombre des solutions de l’équation 
29 FN), 


qui correspondent à l’une des inconnues nulle, N, celui 
des autres solutions, on trouvera 


N+2N;—=(—:i)" (d —d; — d, — d,) : 


ici, di est le nombre de ces diviseurs z de n, dont les réci- 
4 L] 

proques — sont dela forme 3m» + 1, etdiflèrent d'eux d'un 
t 


nombre impair; d, est le nombre des diviseurs dont les 
réciproques sont aussi de la forme 3m+ 1, mais difièrent 
d'eux d’un nombre pair; d, est le nombre des diviseurs 
dont les réciproques sont de la forme 3m + 2, et diffèrent 
d'eux d’un nombre impair ; et enfin, d, est le nombre des 
autres diviseurs, dont les réciproques sont de la forme 
3m +2 (*). 





(*) La formule qu’a donnée M. Cauchy (Comptes rendus, tome XIX, 
page 1383) revient à celle-ci; mais il faut y mettre =N à la place de N, et 


entendre par N le nombre de toutes les solutions entières positives, en- 
tières négatives et nulles de l'équation 


x° + AY ENT 


( 169 ) 
Ces deux formules peuvent aussi être démontrées par la 
première méthode que j'ai exposée pour celle de M. Gauss. 
Je rappellerai enfin les deux équations : 
(EH ES Res 0 +...) 
£ 341? DEA rL LES 
PR en ES ne SEL 


(t+ot+or+or +...) 


ee t 2,6? F dE 5 
po res Es: |: ane 











De la première on déduira que, si 7 est un nombre impair, 
etsi l’on désigne par D la somme de ses diviseurs, et par N 
le nombre des solutions de l'équation 


a+ y +r+u=Ân 
en nombres impairs, on a 
NE), 


Quant à la deuxième, soient unentier quelconque, D, la 
somme de ses diviseurs impairs, D, la somme de ses divi- 
seurs pairs dont les réciproques sont impairs, et D, la 
somme de ses diviseurs pairs dont les réciproques sont 
aussi pairs; de plus, que le nombre des solutions de l’é- 
quation 


+ +z+u = n 


soit N,si trois des inconnues sont nulles, N, si deux 
sont nulles, N; si une seule inconnue est nulle, N, si 
aucune n’est nulle: on aura 


N'+2N;+4N, +6N, = 4 (D, + D, —D,). 


On doit remarquer que les deux déterminations 


D ARR EAN RETE, ta di 
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Et 


Pr NN M, as Siné WESIeE 


sont comptées pour deux solutions si a et b sont différents, 
et ainsi des autres. 


+ +, 
ee 





SUR LA DIVISION ABRÉGÉE ET LA DIVISION ORDONNÉE (or 
Pan M. TURQUAN, 


Agrégé des Sciences mathématiques. 


1°, PRINCIPE FONDAMENTAL. — 4} l’on a à effectuer une 
division dont le quotient n'ait qu’un seul chi re, qu'on 
supprime le méme nombre de chiffres à la droite du di- 
vidende et du diviseur, et qu'on divise l’un par l'autre le 
dividende et le diviseur ainsi restreints ; si le reste de cette 
division est plus grand que le chiffre du quotient , ce quo- 
tient sera celui de la division proposée. 

Par exemple, soit à diviser 464 936 758 par 84 753 659. 
Supprimons cinq chiffres à droite du dividende et du 
diviseur, et divisons 4649 par 847, ce qui nous donnera 
pour quotient 5 et pour reste 414. Je dis que 5 est le quo- 
ent de la division proposée. 

En effet, ce chiffre 5 indique combien de fois.847 est 
contenu dans 4649, et, par suite, combien de fois 
84 700 000 est contenu dans 464 900 000 , ou bien encore 
combien de fois 84 700 000 est contenu dans 464 936758; 
donc 5 peut être trop fort, maïs pas trop faible. Il ne peut 
pas non plus être trop fort, car, si cela était, on aurait 


464 936 958 << 5 X 84 753 639, 





(*) Voir tome III, pages 328, 658; tome V, pages 244, 250, 460, 599, 
629 ; tome VI, page 425; tome XI, pages 53, 100, 148. 


et, à fortiori, 


464 900 000 5 X 84 800 000, 


4 649 < 5 x 848. 


ou 


Mais on a 
4649 > 5 X 847; 
donc 4 649 est compris entre 5.847 et 5.848; la différence 


entre 4649 et 5.847 serait donc moindre que 5 , ce qui n’a 
pas lieu. 

Le principe énoncé se trouve donc démontré : voyons 
comment nous pourrons nous en servir pour abréger la 
division. 

2°. Soit à diviser 4 649 367 587 par 847 836. Le quo- 
tient aura quatre chiffres. Je prends sur la gauche du di- 
viseur cinq chiffres, autant plus un qu'il y en a au quo- 
tient, savoir 84783, et sur la gauche du dividende assez 
de chiffres pour contenir le diviseur conservé 84 783, et 
le contenir moins de dix fois, savoir 464 936; et je divise 
ensuite ces six premiers chiffres du dividende par les cinq 
premiers chiffres du diviseur. Je trouve pour quotient 5. 


4 649 367 585 | 847 836 Je multiplie 84783 par5,enayant 


410 18 5483 soin d'augmenter le produit des 
71 05 dizaines qui proviennent de la 
Ste multiplication du chiffre barré 6 
69 | du diviseur par 5. Je soustrais le 


produit du dividende 464 936, et je trouve pour reste 
41018. Ce reste est évidemment plus petit que celui de 
la division de 464936 par 84783, puisqu'on a mis 18 
pour le produit de 3.5, et comme il est aussi plus grand 
que à, ce chiffre 5 , en vertu de notre principe fondamen- 
tal , est le quotient des sept premiers chiffres du dividende 
par le diviseur, et, par conséquent, le premier chiffre de 
la division proposée. 


(172) 

Ce reste 41 018 se compose des cinq premiers chiffres 
du second dividende partiel que donnerait la division or- 
dinaire, sauf une erreur en plus qui vient de ce qu’on 
n’a pas soustrait les unités provenant du produit du pre- 
mier chiffre barré 6 parle chiffre 5, erreur qui ne peut pas 
surpasser deux unités (*). Par conséquent, si l’on divise 
41018 par les quatre premiers chiffres du diviseur, et si 
le quotient trouvé est plus petit que le reste correspon- 
dant diminué de 2, ce quotient sera le second chiffre 
du quotient de la division proposée. Je barre donc le 
chiffre 3, je divise 41 018 par 8 478, ce qui me donne pour 
quotient 4; Je multiplie 8 478 par 4, j'ajoute au produit 
les dizaines provenant de la multiplication du dernier 
chiffre barré 3 par 4, je soustrais de 41 018; le reste 7 109 
est plus petitque le reste de la division de 41018 par 8475, 
et, diminué de 2, il est encore plus grand que 4. Donc 
4 est le second chiffre cherché. 

Le reste 7105 se compose des quatre premiers chiffres 
du troisième dividende partiel que donnerait la division 
ordinaire, saufune erreur en plus de quatre unités, parce 
que le reste précédent 41 018 peut être Jui-mêème trop 
fort de deux unités, et parce que le défaut de soustraction 
des unités de mille provenant de la multiplication des 
parties négligées du diviseur par 400 peut encore amener 
deux unités d'erreur. Par conséquent, si l’on divise 7 105 
par les trois premiers chifres du diviseur, et si le quo- 
tient trouvé est plus petit que le reste correspondant di- 
minué de quatre unités, ce quotient sera le troisième 
chiffre du quotient de la division proposée. Je barre donc 
le chiffre 8, je divise 7 105 par 847 , ce qui me donne pour 
quotient 8; je multiplie 847 par 7, j'ajoute au produit 
les dizaines provenant de Îa multiplication du dernier 


D mo 


(*) Voir la remarque, page 174 


(175) 
chiffre barré 8 par le quotient 8, je soustrais de 7105. Le 
reste 323 est plus petit que le reste de la division de 7105 
par 847 , et, diminué de 4, il est encore plus grand que 8. 
Donc 8 est le troisième chiffre cherché. 

On voit facilement que le reste 323 se compose des 
trois premiers chiffres du quairième dividende partiel que 
donnerait la division ordinaire, sauf une erreur en plus 
qui ne peut pas surpasser six unités. Par conséquent , si 
l’on barre le chiffre 7 et si l’on divise 323 par 84, le 
chiffre ainsi trouvé 3 sera le quatrième chiffre demandé, 
parce que le reste 69 , évalué avec les précautions prises 
dans les opérations précédentes, est plus petit que le 
reste de la division de 323 par 84, et que, diminué de 6, 
il est encore plus grand que 3. 

30, On voit, par ce qui vient d’être dit, que : 

Pour trouver le quotient d'un nombre entier par un 
nombre entier à une unité près, on conserve au diviseur, 
à partir de la gauche , autant de chiffres plus un qu'on en 
veut avoir au quotient; on prend sur la gauche du divi- 
dende un nombre suffisant de chiffres pour contenir la 
partie conservée du diviseur et pour la contenir moins de 
dix fois; on divise ensuite le dividende restreint par Î6 
diviseur restreint, ce qui donne le premier chifire du 
quotient; on multiplie le diviseur restreint par ce chiffre, 
en ayant soin d'augmenter le produit des dizaines prove- 
nant de la multiplication du premier chiffre négligé du 
diviseur par le premier chiffre du quotient, et l’on sous- 
trait du premier dividende partiel. On barre le dernier 
chiffre du diviseur, et l’on divise le reste par ce nouveau 
diviseur, on a ainsi le second chiffre du quotient ; on mul- 
tiplie le second diviseur par ce chiffre, en ayant soin d’a- 
jouter au produit les dizaines du produit du dernier chif- 
fre barré par le second chiffre du quotient, et l’on sous- 
trait du premier reste. On supprime un nouveau chiffre 


(174) 
à la droite du diviseur, et l’on a ainsi un troisième divi- 
seur restreint par lequel on divise le second reste, et l’on 
obtient le troisième chiffre du quotient, et ainsi de suite. 

Tant que chaque reste, diminué d’autant de fois 2 
qu'on a trouvé de chiffres moins un au quotient, est plus 
grand que le dernier chiffre trouvé, ce chiffre est exact, 
et l’on a le quotient approché par défaut, à moins d’une 
unité de l’ordre de ce chiffre. 

Comme on a pris au diviseur autant de chiffres plus un 
qu'il y en a au quotient, le diviseur qui donnera le chiffre 
des unités aura deux chiffres, et le reste correspondant 
en aura ordinairement deux, et sera dans la plupart des 
cas, même après la correction, plus grand que le dernier 
chiffre du quotient. 

4°. Remarque. W est facile de se convaincre que le 
défaut de soustraction des chiffres négligés de chaque pro- 
duit, peut augmenter de deux unités les parties conser- 
vées des restes; car, en ajoutant au produit du dernier 
chiffre barré par le dernier chiffre trouvé au quotient, 
les dizaines provenant de la multiplication de l’avant- 
dernier chiffre barré, on pourrait augmenter les dizaines 
de ce produit d’une unité, et si les unités se trouvaient 
plus grandes que le chiffre correspondant du dividende 
partiel, et qui n’est pas écrit, ces dizaines augmenteraient 
d’une nouvelle unité. De sorte que ces deux unités se re- 
trouveraient dans le reste suivant, qui serait ainsi aug- 
menté de deux unités. L'erreur peut donc aller jusqu’à 
deux unités, mais il est évident qu’elle ne peut pas aller 
au delà. 

5°. On peut facilement trouver le véritable reste de la 
division. Il sufit, en effet, d'écrire à côté de 69 (page 171) 
les chiffres négligés du dividende, et de retrancher du 
nombre ainsi obtenu tout ce qu'on a omis de soustraire 
par le procédé de la division abrégée; ce qui se compose 
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évidemment du produit 
de 6 par 5000 
de 36 par 400 | moins les dizaines de mille provenant 


de 8336 par 80 de ces différents produits. 
de 7836 par 3 


Désignons-les par d, d', d', d"'; on aura 


6 X 5000 — d — 0000 
36%X 40o0—d'— 4400 
Babe: 60 = d'—=00600 
71836 X 3—d"— 3508 
DTA CEE CODEX 14 700 


on retranchera donc 14788 de 697587, et le résultat 
682 799 sera le reste de la division. 

On pourra se servir de ce reste pour trouver quatre 
autres chiffres du quotient par la méthode de la division 
abrégée. 








4649 367 883 | 8 Fe 36 On supprimera le der- 
41018 5183,80534325 nier chiffre 6 du diviseur, 
71 05 et l’on divisera 682 799 par 
323 849783, ce qui donne pour 
697587 quotient 8. On multipliera 
14788 84 783 par 8, en ayant soin 
682799 d’ajouter au produit les di- 
4531 zaines provenant de la mul- 

202 tiplication du chiffre né- 

320000 gligé 6 par 8. Le reste 4 531 

pes est plus grand que 8, donc 

4 se 8 le chiffre 8 convient. On 

ne £ barrera le chiffre 3 et l’on 

509 divisera 4531 par 8 478. 


N Le quotient est zéro. On 
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barrera alors le chiffre 8 du diviseur, et l’on divisera le 
même reste 4)31 par 847. On trouve pour quotient 5. On 
multipliera 847 par 5 en ayant soin d’ajouter au produit 
les dizaines provenant de la multiplication du dernier 
chiffre barré 8 par 5 , et l’on soustrait de 4 53r. Le reste 
292, diminué de quatre unités, est plus grand que 5, donc 
le chiffre 5 convient. On supprime enfin le chiffre 7 du 
diviseur, et l’on divise 292 par 84. On trouve pour quo- 
tient 3. On multiplie 84 par 3 en ayant soin d'augmenter 
ce produit des dizaines provenant de la multiplication du 
dernier chiffre barré 7 par 3, et l’on soustrait de 292. Le 
reste 38, diminué de 6, étant plus grand que le chiffre 3, 
ce chiffre 3 convient. 

On pourra ensuite retrouver le véritable reste corres- 
pondant au dernier chiffre 3 du quotient par le même 
procédé que nous avons suivi tout à l'heure, et ce nouveau 
reste permettra de trouver encore quatre autres chiffres 
au moyen de la division abrégée. 

6°. Lorsqu'un des restes, diminué d’autant de fois 2 
qu'on a déjà trouvé de chiffres moins un au quotient, est 
plus petit que le dernier chiffre trouvé, ce dernier chiffre 
est incertain, et il faut s'assurer s’il convient avant de 
continuer l’opération. Pour cela, on rétablira le reste sui- 
vant tel qu’il aurait été obtenu par le procédé de la divi- 
sion ordinaire, de la même manière que nous avons déjà 
rétabli le reste final de la division; et si la correction peut 
se faire, le chiffre convient, car le produit du diviseur 
par ce chiffre est plus petit que le dividende partiel qui 
l’a donné. Si la correction ne peut pas se faire, il faudra 
diminuer ce chiffre d’une unité, et recommencer la véri- 
fication. 

Au lieu de rétablir le reste suivant tout entier, on 
pourra en rétablir une partie seulement, comme on le 
voit dans lexemple suivant. Le reste correspondant au 


EN) 
chiffre 8 trouvé auquotientest6, plus petitque 8; ce dernier 
chiffre pourrait donc être trop fort. Pour s’en assurer, à 
2 452 445375 645 367 côté du dernier reste 6 on abaïissera 


516 34 3800 le premier chiffre négligé du di_ 
65 vidende; lenombre 65 ainsi obtenu 
14 contient les milledu troisième divi- 
5r dende partiel augmenté de tous les 


mille que le procédé de la division abrégée n’a pas permis 
de soustraire. Or ces mille sont la somme des unités du 
produit de 7 par 3000, des dizaines du produit de 7 par 
800 et des unités du produit de 6 par 800, somme égale 
à 14. Comme 14 peut être retranché de 65, et quelle reste 
51 est plus grand que 2, le produit du diviseur par 8 est 
nécessairement plus petit que le second dividende par- 
üel, et le chiffre 8 convient. 


DIVISION ORDONNÉE. 


7°. Il est clair qu’au lieu de chercher par le procédé 
abrégé de la division le nombre total des chiffres de la 
partie entière du quotient, on peut n'en chercher qu’un 
certain nombre, trois par exemple: Alors il faut com- 
mencer par diviser les cinq ou quatre premiers chiffres du 
dividende par les quatre premiers du diviseur. Après 
avoir trouvé le troisième chiffre, on rétablira les premiers 
chiffres du reste correspondant par un procédé semblable 
à celui qui nous a servi dans le paragraphe précédent, et, 
avec ce reste, on pourra encore trouver trois autres chif- 
fres , etc. 

On peut même ne chercher qu'un seul chiffre à la fois 
en divisant les trois premiers chiffres du dividende par les 
deux premiers du diviseur, eten rétablissant après chaque 
division les trois premiers chiffres du reste correspondant. 
Cette méthode simplifie aussi l'opération, et elle est sur 


Ann. de Mathémat., t. XI. (Mai 1354.) 12 


(178) 
tout remarquable parce qu’elle reproduit, sauf de légères 
modifications, la division ordonnée de Fourier, 
Reprenons la mème division que plus haut. Prenons 
pour diviseur désigné 84, et pour premier dividende par- 
tiel 464. Nous trouverons pour quotient 5 et pour reste 
41 plus grand que 5; donc 5 convient. Nous écrivons à 


L'ÉLOTES ET TGS côté du reste le chiffre 9; le 
ER TOR bre 419 surpasse les unités 
419 5483,8058 Qu septième ordre du second 


ts dividende partiel ordinaire de 
toutes les unités du septième 
ordre provenant de la multi- 
Ji plication des 7 mille du divi- 
346 seur par les 5 mille du quotient 
23 et de celles provenant du pro- 
323 duit des 8 centaines du diviseur 


697 par 5ooo. Ce nombre duni- 
13 


684 
79 


tés du septième ordre s'élève à 
9. Je soustrais 9 de 419, et le 
reste 410, sauf une erreur en 

25 plus qui ne peut surpasser deux 
1e unités, se compose des millions 
154 du second dividende partiel. Je 
817 divise 410 par 84, Je trouve 
> 8 pour quotient 4 et pour reste 
292 723 72, diminué de 2, est plus 
380 grand que 4, donc 4 convient. 
12 À côté de 72, j'écris 3; 923 
BE surpasse les unités du sixième 
ordre provenant de la multiplication des 3 dizaines et des 
8 centaines du diviseur par 5000, et de la multiplication 
des 8 centaines et des 7000 du diviseur par 400, donc 
la somme s'élève à 12. Je soustrais 12 de 723, et le reste 
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711, sauf une erreur en plus qui ne peut surpasser deux 
unités, contient toutes les centaines de mille du troisième 
dividende partiel ordinaire. Jedivise711 par 84, je trouve 
pour quotient 8 et pour reste 34; 34, diminué de 2, est 
plus grand que 8, donc le chiffre 8 convient. A côté de 34, 
J'abaisse le chiffre 6, et le nombre 346 surpassera les 
dizaines de mille du quatrième dividende partiel ordi- 
uaire de toutes celles qui proviennent de la multiplication 
des 6 unités et des 3 dizaines du diviseur par 5000, de la 
multiplication des 3 dizaines et des 8 centaines du divi- 
seur par 400, de la multiplication des 8 centaines et des 
7 mille du diviseur par 80. Cetie somme donne en tout 
23 dizaines de mille. Je soustrais 23 de 346; le reste 323, 
sauf une erreur en plus qui ne peut surpasser 2, est 
le nombre des dizaines de mille contenues dans le qua- 
trième dividende partiel ordinaire. 

Ce nombre 523 donnera le quatrième chiffre du quo- 
tient, savoir 3 : on trouvera de la même maniére le chiffre 
des dizaines 8. Mais 1c1 se présente une circonstance re- 
marquable. Le reste 7 est plus petit que 8, ce chiffre 8 
peut donc être trop fort. Pour le vérifier, j'abaisse le 
chiffre 5 à côté de 7, et je fais la correction. La correction 
peut se faire, et le reste corrigé surpasse 2. Donc le pro- 
duit du diviseur par 8 ne surpasse pas le cinquième di- 
vidende partiel ordinaire, donc le chiffre 8 convient. Le 
dividende partiel corrigé 47 est plus petit que 84, j'écris 
o au rang des dizaines, et le chiffre suivant 8 à côté de 5; 
je fais la correction, et je trouve ainsi au quotient le 
chiffre 5, puis le chifire 3, etc. 

8°. On peut donc formuler, ainsi qu’il suit, ce pro- 
cédé de division ordinaire : 

On prend pour diviseur désigné les deux ou trois pre- 
miérs chiffres à gauche du diviseur, et sur la gauche du 
dividende une partie qui contienne ce diviseur désigné, 

12. 
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et ne le contienne pas dix fois. On divise ce premier di- 
vidende partiel par le diviseur désigné, et l’on en soustrait 
le produit du diviseur désigné par le chiffre trouvé au 
quotient, en ayant soin de l’augmenter des dizaines pro- 
venant de la multiplication du premier chiffre négligé par 
ce chiffre du quotient. Si le reste ainsi obtenu est plus 
petit que le chiffre trouvé au quotient, ce chiffre est 
bon. 

À côté du reste, on abaisse le premier chiffre négligé 
du dividende, on a un nouveau dividende partiel qu'il faut 
_corriger en en soustrayant les unités de même ordre que 
sondernierchiffre, provenantdu produit des deux premiers 
chiffres négligés du diviseur par le chiflre trouvé au quo- 
tient. On à ainsi un nouveau dividende partiel que l’on 
divise par le même diviseur désigné, ce qui donne le 
second chiffre du quotient; on retranche de ce second 
dividende partiel le produit du diviseur désigné par le 
nouveau chiffre du quotient, en ayant soin de l’aug- 
menter des unités de même ordre provenant de la 
multiplication des chiffres négligés du diviseur par la 
partie trouvée du quotient, et si le reste diminué de deux 
unités est plus grand que ce chiffre du quotient , ce chiffre 
est bon. 

À coté du reste, on abaisse le second chiffre négligé 
du dividende, on retranche du résultat ainsi obtenu les 
unités de mème ordre que son dernier chifire qui provien- 
nent de la multiplication des trois premiers chiffres né- 
gligés du diviseur par les deux premiers chiffres du quo- 
tient; on a ainsi un troisième dividende partiel qu’on 
divise par le diviseur désigné, et ainsi de suite. 

Lorsqu'il arrive qu'un reste diminué de 2 est plus 
petit que le chiffre dernièrement trouvé au quotient, ce 
chiffre peut être trop fort. On abaisse alors à côté de ce 
reste un nouveau chiffre du dividende, et l’on fait la cor- 
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rection, Si cette correction peut se faire, et que Île reste 
soit plus grand que 2, le chiffre est bon, sinon le chiffre 
est trop fort, il faut le diminuer d’une unité et recommen- 
cer la vérification. 

9°. Voici maintenant comment on peut faire la cor- 
rection dont il est parlé. On multiplie le second chiffre 
négligé du diviseur par le nouveau chiffre obtenu au quo- 
tient, et l’on retient les dizaines; on multiplie le pre- 
uier chiffre négligé par le même multiplicateur, on ajoute 
les unités de ce produit aux dizaines du précédent, et l’on 
écrit la somme. On multiplie le troisième chiffre négligé 
par le chiffre précédent du quotient, on retient les di- 
zaines, puis le second chiffre négligé par le même muli- 
plicateur, et lon ajoute les unités de ce produit aux di- 
zaines retenues, et l’on écrit cette somme au-dessous de 
la première, et ainsi de suite; on ajoute entre eux tous 
les résultats qu'on vient d'écrire, et la somme donne la 
correction qu’il y a à faire. 








SUR LE PROBLÈME DU CAVALIER AU JEU DES ÉCHECS ; 
Par un ABONNÉ. 


ne 


On connait le problème auquel a donné naissance la 
convention faite relativement à la marche du cavalier au 
jeu des échecs. Il s’agit, dans ce problème, de faire oc- 
cuper successivement et une seule fois, par le cavalier, 
chacune des soixante-quatre cases de l’échiquier, de ma- 
nière à pouvoir revenir, si l’on veut, de la dernière case 
à celle qui a servi de point de départ. Ce problème, dont 
plusieurs géomètres se sont occupés, n’a aucune difficulté ; 
mais la détermination du nombre de solutions distinctes 
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qu'il peut admettre, constitue un nouveau problème d'un 
ordre plus élevé et que nous étudierons dans un autre ar- 
ticle. Nous nous bornerons ici à indiquer la manière dont 
on peut obtenir les diverses solutions du problème du ca- 
valier. Legendre a traité cette question dans le second vo- 
lume de sa Théorie des nombres (3° édition); maïs ce 
qu'il a dit à ce sujet n’est pas sufhsant. 

Placons le cavalier à une case quelconque où nous 
écrivons le nombre 1, puis faisons-le marcher confor- 
mément à la règle du jeu, arbitrairement d’ailleurs, en 
ayant soin d'écrire les nombres 2, 3, 4, etc., dans les 
cases qui sontainsi successivement occupées, et dene point 
revenir à une case déjà marquée. Il pourra arriver, par 
hasard, qu’en opérant de la sorte, on passe par chacune 
des 64 cases, lesquelles seront ainsi désignées par les 
nombres 1, 2,..., 64; mais, le plus souvent, on sera 
arrêté avant d’avoir épuisé toutes les cases, la dernière de 
celles où l’on est entré ne correspondant qu'avec des cases 
déjà marquées. Nous disons que deux cases se corres- 
pondent lorsqu'on peut aller directement de lune à 
l’autre, d’après la règle du jeu. Dans tous les cas, si les 
cases marquées de numéros impairs sont blanches, Îles 
cases marquées de numéros pairs seront noires, où réci- 
proquement. 

Supposons que 7 cases aient été marquées par les 
nombres 


oi OUR PRE SOI, 


et écrivons des lettres quelconques À, B, C,... dans Îles 
cases non marquées. Nous allons montrer comment on 
peut successivement faire entrer, dans le circuit des » 
premières cases, chacune des cases restantes. | 

Remarquons d’abord que-le cireuit 1.2... » peut être 
changé d’un très-grand nombre de manières diverses. 
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Soit, par exemple, #, l’une des cases qui correspondent 
à n, notre cireuit pourra être remplacé par le suivant : 


1.2... %|n(n— 1)... (76 +1). 


Soit, de mème, 7, l’une des cases qui correspondent 
à 1, le circuit 1.2... 7 pourra être remplacé par 


(nr —i)...2.1[a(a +1)... 2. 


On voit qu’on peut toujours changer en une autre, l'une 
quelconque des deux cases extrèmes du circuit primitif, 
et cela de plusieurs manières; car, après avoir fait ce 
changement une fois, on peut encore faire un nouveau 
changement, et ainsi de suite. 

Pour l’objet que nous avons en vue, il faut diriger 
l'opération du changement de circuit de manière que lune 
des cases extrêmes du nouveau circuit corresponde avec 
l’une des cases que l'on veut introduire, et alors cette 
introduction se fera immédiatement; par exemple, si l’on 
a remplacé le cireuit 1.2... 7 par 


nie (ay + 1), 
el que 20 +1 corresponde avec À, on aura le circuit 
1... #%|7,..(m+1)|A; 


qui comprend la case À. Par cette méthode, on pourra 
toujours, après quelques tàtonnements, introduire suc- 
cessivement et une à une toutes les cases marquées des 
lettres À , B, C,.... On pourrait croire qu’il faille changer 
le numérotage après chaque introduction; mais cela n’est 
pas nécessaire, et avec un peu d'attention on pourra 
opérer comme si ce changement avait été effectué. 

La méthode précédente est générale, maïs il se présente 
des cas où l’on peut l’éviter et opérer plus simplement. 
Par exemple, si les deux cases À et B se correspondent 
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et qu’elles correspondent respectivement avec les cases 77, 


et 2, + 1 du circuit, les cases A et B s’introduisent 1m- 
médiatement; on a, en eflet, le circuit 


17.0 AB (7, +1).27; 


on pourra de la mème manière faire entrer en même 
temps dans le circuit plusieurs cases A, B, C,..., L qui 
formeraient entre elles un circuit dont les extrèmes cor- 
respondraient à deux cases successives 720 €L 720 HI. 

En opérant comme il vient d’être expliqué, on obtien- 
dra un cireuit complet, renfermant les 64 cases; mais, en 
général, ce circuit ne sera pas rentrant, c'est-à-dire que 
la dernière case ne correspondra pas avec la première. 
Or il est très-aisé de faire rentrer un circuit non rentrant. 
Supposons que les 64 cases, dans l’ordre où elles sont 
occupées, soient marquées des nombres 


1,524 2e OA 


La question que nous nous proposons se résout 1mmé- 
diatement, dans le cas où il existe deux cases successives 
m et m+1 qui correspondent, la première avec 64, la 
seconde avec 1. On a, en effet, ce nouveau circuit qui 
est rentrant , savoir : 


1.2.3... 11604.03...(m+i). 


Le cas où il n'existe pas deux cases m et m1 + 1 qui cor- 
respondent avec 64 et 1 respectivement, se ramène tou- 
jours au premier cas en changeant le circuit d’une ma- 
nière convenable, comme il a été indiqué plus haut. 

Ce n’est que quand le circuit est rentrant que le pro- 
blème du cavalier est complétement résolu ; on peut alors 
partir d’une case quelconque. Supposons, par exemple, 
qu'on ait un circuit rentrant dont les cases successives 
soient marquées 


LPO OPEL 


(re) 
si l’on veut partr de la case 26, il faudra marcher dans 
l’ordre suivant : 


267. O4 | F.%.29. 


Exempze. En opérant comme il a été indiqué plus haut, 
je remplis 60 cases que je marque 1.2... 60, je désigne 
les 4 cases restantes par À, B, C, D, j'ai le tableau sui- 
vant : 








Les cases À et B se correspondent, de plus À corres- 
pond avec 20 et B avec 21; on peut donc immédiatement 
introduire À et B, et l’on a le circuit 


MAD EAERB Sr 00: 


En deuxième lieu , C correspond avec 36, et 6o corres- 
pond avec 35; cela permet d'introduire C, et l’on a le 


nouveau Circuit 


tr 20 4 eB 20-090 60... 36 j'G: 
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En troisième lieu, D correspond avec 57,etCcorrespond 
avec 58; cela permet d'introduire D, et l’on a le nouveau 
circuit qui embrasse toutes les cases, savoir : 


1... 20[A.B|21...35|60...58|C|36...57| D. 


” Pour rendre ce cireuit rentrant, changeons-le d’aborddans 
le suivant, en se servant de ce que D correspond avec 55 , 


1.20 |A.B|21...35|60... 58|C|36...55 | D | 57.56; 


remarquant ensuite que 1 et 56 correspondent respective- 
ment avec 12 et 11, on obtient le circuit suivant, qui est 
rentrant : 

1...11/56.57|D|55... 36|C|58...60| 35... 21|B.A|20...12. 
Et, si l’on numérote ces mêmes cases de 1 à 64, dans l'or- 
dre qu'on doit suivre, le premier tableau se change dans 
le suivant : 





La considération des échiquiers d’un nombre quel- 
conque m7 de cases conduit à des remarques curieuses 
que nous pourrons développer plus tard. 
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Note du Rédacteur, C’est Euler qui, le premier, a 
ramené ce problème de situation à un tdtonnement ra- 
tionnel (Académie de Berlin, 1759); à l’aide d’une no- 
tation ingénieuse, Vandermonde a appliqué ce procédé à 
un échiquier quelconque de mn cases; même à un échi- 
quier solide (Académie.de Paris, 1771), et récemment, 
un géomètre s’en est occupé dans un journal anglais (Rev. 
Moow, On the knights move at chess, Cambridge and 
Dublin mathematiques Journal, 1° série, vol. IE, p. 335, 
1'° édit.). Un ouvrage très-curieux et très-ingénieux est 
celui du chevalier Ciccolini, del cavallo degli scacchi, 
Paris, 1826: on y résout le problème même pour des 
échiquiers circulaires. La solution rigoureuse, et par con- 
séquent celle qui concerne le nombre des solutions, est 
encore à trouver. C’est que les principes de la géométrie 
de situation désirés par Leibnitz sont toujours incon- 
nus; principes intimement liés à la théorie combinatoire 
des nombres et au calcul aux différences partielles finies. 
C’est ainsi que les questions 151, 152 (Nouvelles An- 
nales, t. XI, p. 114) sur les échecs et le domino, qui 
résistent aux efforts d'excellents géomètres , sont des ques- 
tions combinatoires, les combinaisons étant soumises à 
certaines lois. Le problème sur le nombre de chemins 
différents qui peuvent amener une tour d’une case donnée 
à une autre case donnée, a été résolu rigoureusement, 
je crois, par Charles (*) à l’aide de Pintégration d’une. 
équation aux différences finies. Je ne sache pas qu’on se 
soit occupé du même problème pour le fou. 

L'ouvrage imprimé le plus ancien sur le jeu des échecs 
est, je crois, celui de Damiano, qui a paru à Rome, en 


2 





(*) Dans la Biographie Michaud, on a fait de ce Charles le géomètre et 
de Charles le physicien un seul et même homme; où trouve-t-on des 
renseignements sur le géomètre ? 
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italien et en espagnol, en 1512 (Libro imparare gtuocase). 
On lui attribue le coup du gambit (gambetta, croc-en- 
jambe) qui consiste à sacrifier au troisième coup le cava- 
lier du roi pour amener une belle attaque. On croit que 
l’auteur le plus ancien sur le jeu des échecs est Jacobus 
de Césolis, né à Césole, en Picardie, au xrr1° siècle. 
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HEIDELEFF. 


Die banhutte des mittel alters, etc. La loge maçonnique 
du moyen âge en Allemagne; exposition historique 
succincte, avec des documents et autres appendices; 
suivie d’une dissertation sur les arcs aigus (en ogive), 
dans l'architecture des anciens, comme ayant servi de 
précurseur aux principes de l’ancienne architecture 
allemande, et se rattachant à l’ouvrage de l’auteur 
ayant pour titre : Ornamentique du moyen äge, par 
Carr Heinezerr, architecte, et professeur royal de 
Bavière et conservateur. Nuremberg, 1854. In-4° de 
130 pages, figures dans le texte. 

Cet ouvrage contient des renseignements très-curieux, 
fort instructifs sur l’organisation des confréries des ou- 
vriers en maçonnerie, au moyen àge. Après la chute de 
l'empire romain, ce sont les moines et principalement 
les bénédictins qui ont fondé ces confrérics, composées 
d'architectes, de tailleurs de pierre, de maçons et de 
charpentiers ; ils étaient divisés en novices, compagnons, 
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maîtres, et soumis à des règlements hiérarchiques; les 
frères se reconnaissaient entre eux à certains signes, à 
certaines manières de se serrer les mains, etc.; les assem- 
blées se tenaient dans des édifices affectés à cet usage et 
bâtis tout près des couvents : ces lieux de réunion se 
nomment Loges (huttes). On y discutait les intérèts des 
confréries et l’on y rédigeait les règlements, statuts, etc., 
obligatoires pour tous les membres. Il ÿ avait quatre loges 
principales pour toute l'Allemagne, savoir : Strasbourg, 
Cologne, Zurich, Vienne. Tout obéissait à ces loges, dont 
la plus considérée était celle de Strasbourg; c’est à Alber- 
tus Argentinus, fondateur du Munster (cathédrale) de 
Strasbourg, qu'on attribue d’avoir fondé toutes les propor- 
tions de l'architecture ogivale sur les propriétés de l’oc- 
togone régulier (achtort); il y en a qui croient que cet 
Albert est le même qu’Albert le Grand, et non sans fon- 
dement. Les frères voyageaient et étaient appelés où il y 
avait des couvents ou des églises à construire. Cela expli- 
que comment de si vastes, de si nombreuses constructions 
ont pu s'effectuer au moyen àge. Les chefs’ étaient des 
prêtres, les travailleurs des confrères qui agissaient dans 
l'intérêt de la foi, et le peuple payait, en faisant son 
salut. C’est le même esprit religieux, la même orga- 
nisation qui a produit les gigantesques édifices des 
Égyptiens; l’ PSE pratique et technique était 
mystérieux, et il n'était pas permis de divulguer les pré- 
ceptes. 

Dans cet ouvrage , on lit plusieurs règlements maçonni. 
ques de 1404, 1459 (Strasbourg), 1498 (privilége impé- 
rial), 1563, et (pages 34-94) en tout, treize documents. 

À la page 95, on trouve un opuscule intitulé Gcome- 
tria deutsch, Géométrie allemande, écrit attribué à Jean 
Hosch ; il est de 1472 : il est destiné aux tailleurs de pierre 
et leur apprend à mener des perpendi culaires, à trouver 
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les centres des cercles, à construire des pentagones, des 
hexagones et des octogones réguliers. Voici la construc- 
tion du pentagone : 


Soit ab le côté dans lequel il faut construire un penta- 
gone: du point « comme centre, et d’un rayon ab, on dé- 
crit un cercle; du point b comme centre, et du rayon ba, 
on décrit un second cercle : les deux cercles se coupent 
en e et f, menez ef; du point f comme centre, et d'unrayon 
fa, on décrit l'arc gabh, coupant les deux cercles en g 
et », et la droite fe en À; menez la droite gk qui coupe le 
cercle à ent, la droite bz est le second côté du penta- 
gone, Elc. Cette construction ne donne qu'un quasi-pen - 
tagone régulier ; on la désigne ordinairement sous le nom 
d'Albert Durer, mais à tort. 

À la page 98, on indique les moyens de tracer géomé- 
triquement un casque et un bouclier. 

A la page 101 commence le livret des tracés des planches 
à mesurer (gabarits) par (das Reissbüchlein) Mathias 
Roritzer, maître architecte de Ratisbonne en 1486. Le 
style en vieux allemand est très-difficile; on y voit la 
construction des voûtes ogivales (*). M. Heïdeleff, partisan 
fervent de ce genre d'architecture, montre que les Byzan- 
tins connaissaient et employaient ces arcs de courbe que 
le divin Raphaël considérait comme d’un goût barbare. 
Aussi, nous ne pouvions pas manquer d'y revenir, ainsi 
qu'aux extravagances thaumaturgiques du moyen âge, et 
que des autorités respectables traitent si sérieusement, que 
si cette tendance continue, la restauration des büchers 
consumant des sorciers ne me semble pas impossible. 

On y voit, page 1or,les armoiries de Guillaume, prince 
évèque de Eichstadt, issu de la famille ancienne, capable 





(*) Ogive peut dériver de gibbus, bosse, arc à La bosse : on écrivait au- 
give. L’épithète ne s’appliquait qu'aux arcs; voûte ogive est une expres- 
sion très-récente, introduite, je érois, par Millin. 
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de tournois, des Reichenau en Franconie, et qui a occupé 
la chaire épiscopale de 1464 à 1496 ; homme très-savant, 
on le disait « sage comme Solon, éloquent comme Salo- 
mon; » bon architecte et directeur de plusieurs construc- 
tions d’édifices. Il a exercé une grande influence sur la 
construction des Munsters de Ratisbonne, Ulm, etc. ; 
c’est à lui que Roritzer a dédié son ouvrage. 

Saint-Benezet (diminutif de Benoît) est fondateur de la 
confrérie des Frères-Pontifes, au xrr° siècle. Il a construit 
le pont d'Avignon, commencé en 1 184 et terminé en 1185, 
quatre années après la mort de Benezet. 

Chez les Romains, les prêtres portaient le nom de ponr- 
tifices ; on ignore l’origine précise de cette dénomination, 
qui semble se rapporter à la construction des ponts. 

Varron, dans les Origines de la langue latine, dit: 
« Pontifices (ut Q. Scævolus pontifex maximus dicebat) 
à posse et facere. Pontifices ego a ponte arbitror. Nam 
ab üis sublicius est factus primum et restitulus sæpe, quid 
eo sacra uls etcis Tiberimnon mediocriritu fiant (Hb.{V, 


S 83). » Uls est pour ultra. 


me 


A 


QUESTIONS. 








997. Si l’on divise d’une manière quelconque un po- 
lyèdre homogène en tétraèdres, et si l'on suppose la masse 
de chaque tétraëdre réunie au centre de la sphère circon- 
scrite à ce tétraëdre, le centre de gravité de ce système de 
points matériels est toujours le même. (Bezraviris.) 

288. Lorsque plusieurs surfaces du second ordre Z sont 
circonscrites à une surface S du mème ordre, tout plan 
cyclique de S coupe les surfaces X suivant des courbes dont 
les focales passent toutes par les deux mèmes points, qui 
sont réels ou imaginaires suivant que l'intersection de S 
et du plan considéré est imaginaire ou réelle. (Gros.) 
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989. Si dans un triangle rectiligne ABC, l’on a AB, 
1° si l’on mène aux côtés opposés les transversales AD et 


BE telles que CAD Z CBE, alors AD © BE; 2° si AD — BE 


ee 2 ee alors À — B. 

290. Touver le coefficient de x"7! dans l’équation en 
x de degré 7 +1, qui a pour racines les + 1 coeflicients 
binomiaux de (a + b)". 


et 


991. m et r étant des nombres entiers positifs, si l’une 
de ces quantités 3"+ 1,3" +1, est divisible par 10, 
l'autre est aussi divisible par 10. (Senare-House.) (*) 


992. 72 étant un nombre positif entier, prouver que 


fé coli (Senare-Houss. ) 
ARR NRA 


lona e" > 











PE 


LIEU DES SOMMETS DES ANGLES DROITS CIRCONSCRITS À 
L'ELLIPSE. 


SOLUTION GÉOMÉTRIQUE ; 





Par M. G. FORCADE-PRUNET. 


Soient O le centre de lellipse, F et F' les foyers, 
A! MA un angle droit circonscrit, À et A’ étant les points 
de contact; prolongeons le rayon vecteur F’A jusqu’en N, 
de manière qu’on ait AN = AFF, et menons MN. 

MO étant une médiane, on a 





2 
. 


— 2 —2 ——2 
2MO +20F— ME + MF 





(*) Nom que porte, à l’Universisé de Cambridge, l’édifice où l’on fait 
les examens pour l’obtention des grades. Les questions sont publiées dans 
un journal auquel nous ferons des emprunts. 
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D'après un théorème de M. Poncelet, 3275: 2492, +: 


angle A’ MF’— AMF — AMN, >, » » 
(Géom. de MM. Brior et Bouquer , 2° Cd, 2 D. RAI 


de sorte que . 
angle F°MN = A’MA — 90°; 
donc 
las ———— 2 — 2 2 r=2 
FN = ME + MN — ME + MF— 40, 


où 2 & est le grand axe; donc 


2) 7 _— 
2MO+20F —{a, MO—2a— {a —c\— «+ 0e 


2 


où c est l'excentricité: ainsi MO est constant. €. @.r.n. 
Même démonstration pour l’hyperbole; on trouve 


—— 2 
MO —= «a — c?, 





ne 


— 
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SUR LES COURBES PLANES À ÉQUATIONS TRINOMES ET LES 
SURFACES À ÉQUATIGNS TÉTRANOMES ; 


D’après M. EUZET 


(Au bureau du Génie, à Toulon). 


En juin 1853, M. Euzet a publié, à Toulon, une 
feuille lithographiée, contenant plusieurs beaux théo- 
rèmes très-généraux, énoncés sans démonstrations, at- 
tendu, dit l’auteur, qu'elles sont trop étendues pour un 
opuscule et trop élémentaires. Nous allons indiquer ces 
théorèmes, sans toutefois conserver l’ordre adopté par 
l’auteur, et y ajouter quelques démonstrations, qui sont, 
en eflet, très-faciles. | 

Ann. de Mathémat., 1. XIE. (Mai 1854.) 13 
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Goi Le « A 'e tar à 


l'équation d une courbe à axes quelconques; &, b\'nt,n 
sont des nombres donnés, entiers ou PR. po- 
sitifs ou négatifs. 

Soit encore l'équation d’une droite 


e 
né mu 
LS, ee lee PS 


En 
Ur A US 4 


Let u sont des coordonnées courantes ; x et y des coordon- 
nées d’un point situé sur la courbe (1). Pour trouver l’é- 
quation de l'enveloppe de cette droite, on pose, comme 
on sait, les trois équations 


HE LU + RYÉZ MALY, 
mr? a" a LL —— bit alt — mn (ur pr Mere bn 44 3 


br x SR at y a" ba. 
# C’est entre ces trois équations qu'il faut éliminer x et y; 
les deux premières équations linéaires en u et t donnent 


7? 77? 
rR+1 — TI « 
J t Me Z , 


na” 





mb" 


substituant les valeurs de x, y en £ et # dans la troisième 
équation, on obtient 


CR UE m FOETEAR 

(Es 

PL : /2 
c'est l'équation de l'enveloppe, et que l’auteur désigne 
sous le nom de première conjuguée de Ïa courbe (1). | 





8 rs ol sé titi) 


NE ST TO LE Te 
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Cette équation a la mème forme que L ‘éatation (4 i) ; en 
y opérant de la mème manière, on obtient a deuxième | 
conjuguée de l’équation (1), et ainsi de suite. Pour avoir 


la conjuguée de l’ordre k, posons 


) 


2m +1) [C4 — 1) me +1] 
0 Es 
2.7 ) (4 —i)n+1] 
) (&n +1) 
2. +4) ‘(äm ti)" 








11 nm? 


4 \ 1+nk té {+ 1+- MA 
Le — + ef | 
5) e à 


lorsque m— n; cette équation devient 





nt LE 


(e 1+ nÂÀ La à a mé 

— — = à 
D a 4 
x" \ 


c’est le premier théorème général de M. Euzet. 

Dans la supposition de m=— n, si par un point de fa 
courbe donnée on mène des parallèles aux axes, on ob- 
tient un parallélogramme ; l’enveloppe de la diagonale 
qui part des axes est alors la première conjuguée. 

2. Soit x1, y, un point pris sur la courbe 


? de A | (E)+ (3) penses FE, 
SAS e- ia a, d 





rer 


" x 
et /,, wi le point correspondant sur la première conju- 
guée; menons par ces deux points des tangentes aux 
courbes respectives. Soient T l'aire formée par la première 
tangente et les axes; T, l'aire formée par la seconde tan- 


LE 2 


») à 
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gerte’et les axés. On a la relation 


mie) 
s ! —— Fe 


: 


#_,; 
x"! dx (a + bx")” 


4 


+1 a 
_væ(a+bzr)" + _A(p+v)a. faute + bx')?, 
my +n(p +) my+n(u+v) 


Fe 
fan dx (a + bx n 2 


P- 
yx"(a+bzx")” my a 


ne - ns ner Pi UT m—1 Jx(a+bx")?; 
(my+np+7%)b D EAN da )”5 


3. LEMME. 


P- 





faisons 


on à 


Éd 7 
+1 
| z"—t dx(a + bx")? 


n(u+v)a f 
=z . | x! dx(a+-bz") 
my+n(u +) ë | 


: # 
11 artn—i dx(a at. br, 
Oo 


12 
myva 


P Ve 
D En Ce mi jy LS EN 
nee te) 2° 71h (a; tr OA 
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4. Soient 


"nm «a va, 
s= | YIGLS s= | u de, 
0 (0 
[ 


« | 
a p\mlt I = 
s= | ali (2)"] cal dz(i— 2)"; 
O a le) 
ou | 





T = Az, 
I 
a; t m A 
S: = dt L: sr (£) l ; 
0 É a \ 
ou 
m n 
1 —- 7/72 1 + 72 
faisons (— a; z,,ona 
(l 
l+- — 


or, d’après le lemme, 


aim(i+n) ï n ' n 
D da(i 2") =p dif — 3)". 
n+m(i+n) a à 


Posons 





nt 

PAL A Le LL re z—oiT# ji 
? \ 
d’où 

I 

" !I n 

Se D {1 +) | om dy (1 —v") ; 
0 


el, d'après le lemme, 
[1 


: n 
S, — Pleure £ dp (1 — on)" s 
0 


{ er 
a + In + mn 


S, pi+m)n m mn.\+m.l+n 
Ne NT A EU 


‘ (m + nr + mn) AS 7% (mn + 2 + mn){m+nRr+2 mn ) 





Faisant m—n,ona 


PR 








SPORE AT 5 HR 
S 2 20 
et de là 
SR (i+a)(i+on)(i+8n).......:.. (1 + AR), 
ST oh(afn)(2Æ38n)..,1. ...[(2+(24—:1)7/ 


S est l'aire de la courbe donnée comprise entre les axes 
et $, l'aire analogue de la courbe conjuguée d'ordre À. 
C'estle deuxième théorème général de M. Euzet, en sup- 
posant m—n et que les courbes rencontrent les axes. 

ExemPces. — Faisons m—n—1; la ligne donnée est 
une droite; la première conjuguée est une parabole ayant 
pour équation 


DR EEE DS 


Es 


on à pour équation de la première Con] uguée 


de Y Les A 
(re, sfr 


l'équation de la développée est 


2 2 
CS L'AIR PEN era a — b° 
" 1 BR UT Ta LME MES 


/ \ 
\ 


P RS 


NN NV PT y Dee 
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d’où l’on déduit, pour l’aire de la développée, 


& 4.2 FDP 
8: ab [ 


4. Troisième théorème général. Les axes étant rectan- 
gulaires et = », si l’on fait tourner autour de l’un d'eux, 
comme charnière, le plan qui renferme la courbe (:) ainsi 
que sa k°’"** conjuguée, en nommant Vet V, les volumes 
respeclifs engendrés par ces lignes, on trouve 


(1+ ») (14 EN ICE n)(2+ 2n)...(24+ 24n) 
(3+72)(34+2n).....:..,.:. Hs RE TO Fe JR 








Ver 


Démonstration. Au moyen des lemmes, on suppose 
m — n; les courbes engendrent des cônes. Si 7 =1,0na 


VE 


Ori 


5. Nous omettons le quatrième théorème, cas particu- 
lier du suivant. 
Cinquième théorème général. Soit 


fr\r YA mn / z* n! 
[= — = Rss 
( canins 


l'équation d'une surface. 
Faisant 


; TE Us 1 I RSR PTE TUE 
kn+s  Ân RER A1 ny k" n" 4-1 kr 


MORTE ie SAR ee (RS 


la surface dérivée a pour équation , ôtant les accents, 


1” n' FA 


Es" 1 + nk | y 1+n'k! ANT ni k" 
” “$ “E 2x, — 2! hs) | 07 
Dent leve AE 
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et, en représentant par V,, V,, les volumes respectifs 
; P 15 ; 


compris entre ces surfaces et les plans coordonnés, et 
posant 


(1+n j(i+a2n)., (1+ 4n )=P,, 

({t+r)(i+ 2)... (14 kr) = Py. 

Qt) (+ 22)... (+ kr) = P,, 
nn' + n'n'+n'n=N, 


(N + an'n") (N + ann") (N + Zara". [N + (4 + # + k")nn!n"] = MS 


M 


L'auteur nous a adressé la démonstration fondée sur les 
formules connues pour les volumes. 


Note. Lorsque n —n' —n",on a les surfaces étudiées par M. Lamé en 
1818, alors élève ingénieur des Mines, dans l’ouvrage intitulé: Examen 
«Les différentes méthodes employées pour résoudre les problèmes de géométrie. 
Paris, in-8 de 124 pages. Ouvrage très-rare qui fait époque, étant le point 
de départ des méthodes métamorphiques aujourd’hui si en vogue. 








QUESTION 276-277 (Movrus) 
(6. XII, p. 259); 


Par M. FAURE, 


Lieutenant d’Artillerie. 


Question 276. Trois points À, B, C étant liés de ma- 
nière à conserver toujours les mêmes angles, si trois forces 
appliquées en ces points sont en équilibre, il faut, outre 
les conditions ordinaires, que les trois points et le point 
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de rencontre des trois forces soient sur une mème circon- 
férence. 

Soit M le point d’intersection des forces appliquées aux 
points À, B, GC; elles se feront équilibre en ce point, et 
l’une d’elles sera égale et directement opposée à la résul- 
tante des deux autres. Au lieu de supposer que le triangle 
ABC soit mobile, on peut le laisser fixe, mais changer la 
direction des forces ; supposons-donc qu'elles viennent se 
faire équilibre autour d’un autre point M’, il faudra né- 
cessairement que les angles en M'soïient égaux à ceux 
placés en M, ce qui exige que les points M et M soient 
sur la circonférence circonscrite au triangle ABC. Réci- 
proquement, quelle que soit la position du point NI sur 
cette circonférence, les forces qui y seront appliquées se 
feront équilibre, les forces restant les mêmes en intensité. 
Notre démonstration prouve aussi qu’en considérant une 
autre position À’, B', C’ du triangle ABC, ainsi que trois 
forces A M”, B'M/, CM”, respectivement égales et paral- 
lèles aux forces AM, BM, CM, elles se feront équilibre 
autour du point M”. 

Question 277. Si plusieurs points sont mobiles dans un 
plan , de manière que la figure qu’ils forment reste toujours 
semblable à elle-même, et si des forces qui agissent sur 
ces points sont en équilibre, l'équilibre subsistera toujours 
pour les autres positions que l’on peut donner aux points, 
pourvu que les forces conservent leur direction primitive. 

Supposons 7: forces dans le système; considérons-en 
deux appliquées en À et B, les z — 2 autres auront une 
résultante qui devra rencontrer en C les deux forces appli- 
quées en À et B. Au lieu de supposer nos points mobiles, 
on peut les laisser fixes, mais incliner toutes les forces 
d’une même quantité. Il arrivera alors que la résultante 
de nos 2 — 2 forces (qui reste la même pour la grandeur) 
sera aussi inclinée du mème angle sur sa direction primi- 
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üve, de telle sorte qu’elle doit aller rencontrer les forces 
Fee en À et B en un mème point situé sur la cir- 
conférence ABC. Donc alors elles se feront équilibre au- 
tour de ce point. Les mêmes conclusions s'appliquent 
évidemment à des figures semblables aux précédentes. 








QUESTION 278 (Jacor:) 
(t: XII, p. 200) ; 
Par M. FAURE, 


Lieutenant d’Artillérie. 


Désignons par S la longueur de l’un quelconque des 
: PE K°? ° ? u Le 
axes de nos surfaces; la quantité gr st racine d'une équa- 
h 
tion de la forme 


S3 — AS? + BS — C = 0. 


Les valeurs des coeflicients de cette équation se trouvent 
dans tous les Traités élémentaires, il est donc inutile de 
les rappeler ici. En cherchant leurs valeurs pour la pre- 
mière équation, on trouve : 


! 


= (b'c"P+ (be) + {be} æ# {ca} + (ea 
+ {ab} +(a”b} + (ab'}; 
(Bc') (Be) {Lac} (ca!) + (ba!) (ab')] 
(be) (b"e"){(ca') (ca) + (ab”)(a' 07 )] 
(eb") (Be) [(ae”)(é' a") + (da”)(a/ 8") 
(a 8") (c'a){{ac”) (ba”) + (ca!) (ab' (ab!) (ba”) (ea) (ae!) 
bc’ [(ba”) (c’ 2 — (ac”)(a!b")]} 
C — {+ cb’[(ba”)(c'a") — (ac”)(a"b”)] 
À pétlabr) (ae) — (eat (8) 


Pour calculer les valeurs de ces mêmes quantités rela- 


P+ (ca'} 


re 
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tivement à la seconde équation, il suflit de remarquer que 
l’on passe de celle-ci à la première, en permutant les quan- 
tités a, al, b, 6! c,c''avecb, c, a';c', a", b'respectivé- 
ment. Or il arrive que, par cette permuiation , les valeurs 
de A, B, C ne changent pas; donc nos deux surfaces, qui 
sont d’ailleurs évidemment des ellipsoïdes, ont les mêmes 
axes. 





RELATION ENTRE LE VOLUME D'UN TÉTRAËDRE ET LA NORME 
DE SA SURFACE ; 


D'après M. SYLVESTER. 


(Cambridge and Dublin mathematical Journal, mai 1855.) 





4. Notation: a, b, c, d, sommets du tétraèdre; 

ab, ac, ad, bc, bd, cd, six arètes du tétraëdre; 

V — volume du tétraèdre. 

On supprime partout les facteurs numériques ; ils n'ont 
aucune influence sur les raisonnements qui suivent : 
H K 


| G P 2 — 2 —— 2e 
: —=(bcd}, et oo er jabd}; = (abo}s 


al 


I 


N — norme de F7 + G* +- n° + K° — norme de la surface 
du tétraèdre. 

== (bc + (cd) + (db) — 2(bcÿ° (cd) 

— 2(ed) (db) — 2(db} {bc}; 

— G=(ac} + (cd) + (da) — 2{(ac} (cd) 
— 2(cd) (da) — 2(da*) (ac); 

— H= (ab) +(bd) + (da) — 2(ab} (bd) 
— 2(bd) (da) — 2(da) (ab); 

— K=(ab} + (bc) + (ca — 2(ab} (bc ‘ 
— 2(bc} (ca) —2(ca) (ab}. 


" 


LL 
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V? — déterminant. 
DORA U MAC MAN 
DAT FM O Nb DAT 
GUNCO NO LCA, A (ie facteur supprime est 2) . 
AA Ub Pac 08 A } 


| Fe PE I LP 0 5 


N=—>E— #45" G + GS G + 45 F°GH — {0 FGHK. 
Z désigne une fonction symétrique; ainsi 
SF—F+G+HEK!, 


et ainsi des autres. 

N renferme 22 termes positifs et 13 négatifs; en tout, 
35 termes en F, G,.... Les lettres F, G, H, K renfermant 
chacune 6 termes, il s’ensuitque N contient35.6*— 45360 
termes, fonctions des carrés des arêtes. 

3. Lorsque les quatre sommets sont dans un même 
plan , on a évidemment 


VE+ VG+VH+VK —o, 


mais cette expression est un facteur de N; donc N s’a- 
néantit dans cette supposition et aussi V ; par conséquent, 
N renferme, comme facteur, une puissance de V; mais N 
est une fonction rationnelle des carrés des arêtes, fonc- 
tion du huitième degré, et V? une fonction rationnelle des 
mèmes carrés et du troisième degré : on a donc 


N = V0, 
et Q est une fonction rationnelle des mêmes carrés et du 
cinquième degré ; il s’agit de trouver Q. 
Lorsque deux arêtes opposées deviennent nulles, Q 
devient aussi nul; en eflet, supposons 


ab ce O0, C&A= O, 


alors 
= { (6e) — (dbp}, 
—G= (a) — (de}}, 
— H={(ad} — (bd)}, 
DCE (he 
F—G—H+K—o, $ 


Ainsi N'est nul; mais V° n’est pas nul, car V° est alors 
six fois le déterminant. 


DR RG CE ATARI 
On OADESDARNA 
LUC RO D OLA, 
COTES O NA ul, 


LÉ US ARTS AE ce 
déterminant qui n’est pas nul, puisqu'on a le terme 
ADDED TE, 


et encore d'autres. 
Effectuant , on trouve 


2(ac?. bd? — ad?. bc? )(ad?+ be? — ac — bd*°)(*) 
(Voir Nouvelles Annales, tome XI, page 301 ). 
Or 
N= V'Q; 


il faut donc que, dans cette hypothèse , Q s’annule. 
Ainsi, «, 5, y étant les arêtes partant d'un sommet, 
a’, E’, y’ les arêtes respectivement opposées, chaque 

terme de Q doit renfermer, soit « ou «’, soit 5 ou f?, 

soit y ou y’. 





(*) Le volume n'étant pas nul, il faut que la distance des deux arètes 
opposées ab, cd devienne infinie. 
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Supposons, maintenant, 

HDI ON SULI OS 

on obtient 
VK — ide. 

VH ns À (ad° ae 

le LL (at al 
F— — bei — bdi— cdi + 9 be. bd? + 2 bed?.cd?+ 2cd?,c&. 


N est le produit de ces huit facteurs : 


(VF VG + VH + VE) (EVE + VG — VH+ VE) 
X (HE VE + VG + VE + VER) (VF + VG + VA — VK). 


Les quatre premiers facteurs donnent, toujours dans la 
supposition ab —0, ac —0, 


DE (6e dt bas PITE Led bd?}?] 
— 16.bc\.bd?,cd?. 


Les quatre derniers facteurs donnent 


[F+(2ad?—bd?— cd+be YI[F+(2ad?—bdt— cd?— be?] 
Je Ée ad? (bd? + ed? + be?) + be*. bd? + bd ic | 
ee + cd?, bc? 

[ad es ad? (bd? + cd? — be!) + bd?.cd*}, 


Dans ceite même hypothèse, V? Gevient 


OÙ CO ESCORT 
D'ANOS COTE 
DE CDD TNCHENTS 
An Eds 020 A, 


Let CT Te 0 


4 sf + 
À énoncée seen dei ct ju dé, Di MÉRS NS SE dn PP 
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déterminant égal à 


2. be? [adi — ad?, (bd? + cd? — be?) + bd? cd?] 
(Voir Nouvelles Annales, t XI, p. 304). 


. . ‘ Li N , . M 
Ainsi, dans cette hypothèse, @ — AL réduit à 


ad'— ad? (bd? + ed? + be) + be, bd? 


+ bd?. cd? + cd?. be? 7 


be?. bd?. cit? | 


le facteur supprimé est 48°. | 
Ce sont tous les termes de Q qui ne renferment ni 4b ni 
ac; done la somme de tous les termes qui ne contiennent 
que les carrés de quatre arêtes est donnée par la fonction 
symétrique | 
or | Tee Se (bd? de SARA À : 
bc bd bd? cd cd? be? 


ilest évident qu'on peut changer b en cet cen b,b en d 
et den b,c en det d'en c, de sorte que la fonction peut 
s'écrire 
ab +-aci-+ ad"! 
> be’, bd?. ed° À — (ab?+ ac? + ad?) (bd? + de? + cb!) À ; 
_+ be?, bd? + bd?.cd?+ cd?. bc? 


be, bd, cd sont les trois côtés du triangle bed, ainsi il y 
* a quatre expressions de cette forme. Il reste à trouver le 
coefficient numérique des six termes de la forme 


ab?. ac. ÉD Der bd?. 


Soit À ce facteur numérique; supposons les six arêtes 
du tétraèdre égales chacune à Punité; Q aura pour valeur 


4(B8— 9+3)+61= — 12+6); 


les arêtes étant égales ; il y aura quelques facteurs de N 


(8509) 
égaux à zéro: mais V volume du tétraèdre n'est pas nul, 
done Q est nul, et l’on a 


COM ra "0 d'oeil = 


ainsi la valeur complète de Q est (abstraction faite du 
facteur numérique ) 


_ 


(daï + dbi + dc 
Q = zab?. bc?.ca? | — (da? + db? + de?) (ab? + be? + ca?) 
+ ab?, be? + bc?. ca? + ca?. ab? 
+ 2 5% ab? bc. cd’. da’. ac?. 


Le premier Z renferme quatre expressions de cette forme, 
et le second Z donne six. On peut n’admettre qu'un seul 
signe 2, et alors 


da + dbi+ dci + da?. db?+ db?.dc? 
+ dc?.da? + ab?. be? + bc?.ca? 
+- ea°?.ab? 
— (da? + db?+ de’) (ab?+ be? + ca?) 


Q=354b100c/ca? 


4. Nous avons vu que Q s’ann ule lorsque deux arêtes 
opposées ab, cd s'évanouissent; il en est de même lors- 
qu'on a simultanément 


HDi Cd, 0c us 


car alors les faces abc — acd, bdc — bda: donc N s’é- 
vanouit, mais V conserve une valeur finie; ainsi Q de- 
vient nul (*). 

B. Soient r1, r:, r3,..., rs les rayons des huit sphères 





(*) Q doit aussi devenir nul lorsqu'on a généralement 
abc + bdc — acd + bda. 


Lorsque abc — acd, bed = bda, deux rayons deviennent infinis. ( Voir 
Nouvelles Annales, t. VI, p.257, CATALAN.) Ts. 


Ra 
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inscrites au tétraèdre; on a évidemment 
(3 V }* 3 \'d 
Ti Pas Te 738 — TANT — xià e 
Donc, lorsque Q est nul, l’un au moins des rayons 
devient infini, et la sphère correspondante devient un 
plan. La propriété analogue n’a pas lieu pour le triangle. 
Soient f, g, h les carrés des côtés du triangle; A l'aire 
du triangle et V la norme de + Yf + Ye + Vh, P le 
produit des quatre rayons des cercles inscrits; on a 


(24) 


5 RE Et nr 





PV—(2A), V— 


ainsi P ne peut jamais devenir infini, à moins que À ne 
soit infini ; alors il n’y a plus de triangle. 

6. D’après la forme et la propriété de la fonction Q de 
caractériser, en s’annulant, une sphère infinie, l’illustre 
analyste conjecture que cette fonction est un détermi- 
nant, et qu'en désignant par Q la fonction analogue 
pour le tétraèdre a’ b' c'd', le produit QQ, et peut-être 
même VOQ' est une fonction des carrés des distances 
des sommets des tétraèdres, comme dans le théorème de 
M. Staudt (Nouvelles Annales, tome X1, page 299). 

En considérant les six longueurs ab, ac, ad, bc, bd, 
cd comme des quantités quelconques, la divisibilité de N 
par V° constitue un beau théorème dans la morphologie 
analytique, qui doit à M. Sylvester tant de richesses, 
tant de précieuses découvertes. 


Ann, de Mathcmat,, t, NAIL, (Juin 1851.) 1 4 
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EE 


SOLUTION DE LA QUESTION 255 


(voir t. XI, p. 314); 


Par M. MANNHEIM, 


Lieutenant d’Artillerie. 








Première partie. Supposons que trois des tangentes 
intérieures se coupent au même point O, je dis que les 
trois autres se coupent aussi en un même point. 

Soit B le point de rencontre des deux tangentes AB, 
BC. Du point B je mène au cercle b la tangente BD; il 
suffit de démontrer que cette droite est tangente au 
cercle a. 

Le quadrilatère OABC étant circonscrit au cercle c, 
on à 

OA + AB = OC + BC. 


Le quadrilatère OABC étant circonserit au cercle D, on a 
OC + CB — BD + OD. 
De ces deux égalités on déduit 


OA + AB = BD + OD. 


(lors :) 

Le quadrilaëre OABD est donc circonscriptible, et 
comme trois des côtés sont tangents à la même circonfé- 
rence &, le quatrième côté BD doit aussi être tangent à 
cette même circonférence. CLONES HR 

Remarque. On peut considérer les points O, B comme 
foyers d’une ellipse qui passerait par les points D, C, A. 
Cette conique est tangente en ces points aux lignes des 
centres des trois cercles donnés. 

La deuxième et la troisième partie de la question se dé- 
montrent de même. 








CONDITION D'ÉQUILIBRE DU DOUBLE CONE SUR DEUX DROITES 
CONCOURANTES ET ÉGALEMENT INCLINÉES SUR LE PLAN 
HORIZONTAL ; 

Par M. Herr FLEURY. 


On sait qu'abstraction faite du frottement, un corps, 
soumis à la seule action de la pesanteur, ne saurait être 
en équilibre ni remonter sur un plan incliné; cependant 
on voit, dans quelques cabinets de physique, deux appa- 
reils présentant des phénomènes qui semblent contredire 
ce principe. Le premier est un cylindre de bois qui, en 
roulant sur sa surface convexe, remonte un plan incliné: 
le cylindre renferme une masse de plomb située près de 
cette surface. On comprend que le mouvement ascendant 
du corps sur le plan est dû à la position du « centre de gra- 
vité et au frottement. 

Le second appareil est un double cône qui roule en re- 
montant sur deux droites concourantes et également in- 
clinées sur le plan horizontal. Le double cône remonte sur 
ces droites en ce sens que les points où il s'appuie sur elles, 

14. 


(-2%2) 
s'élèvent pendant le mouvement: dans le fait, le corps 
descend en s’engageant entre ces deux droiïtes, qui servent 
à en diriger le mouvement, ei auxquelles je donnerai, 
pour cela, le nom de directrices. 

Mais pour que le double cône présente ce phénomène 
paradoxal, il faut que l'angle des directrices et leur incli- 
naison sur le plan horizontal soient pris de grandeur con- 
venable ; car si, sans faire varier l'angle de ces droites, 
on augmente suffisamment leur inclinaison sur le plan 
horizontal, on verra le corps se mouvoir en sens contraire. 
Or, le mouvement pouvant avoir lieu dans l’un ou l’autre 
sens, suivant la grandeur de cette inclinaison, on com- 
prend que pour une certaine valeur intermédiaire, le corps 
restera en équilibre sur les deux directrices, et la ques- 
tion que je me propose ici consiste à trouver l'expression 
analyuque de la condition de cet équilibre entre les varia- 
bles dont il dépend. 

Il faut bien remarquer que le frotiement n'entre pour 
rien dans l’équilibre dont nous nous occupons contrai- 
rement à ce qui a lieu pour tout équilibre d’un corps 
pesant sur un plan incliné; ainsi , quoique les deux di- 
rectrices déterminent un plan incliné, le corps ne saurait 
être considéré comme posé sur ce plan, mais bien sur les 
deux plans tangents au cône conduits suivant ces droites. 
Le cas d'équilibre répondrait à celui où l'intersection de 
ces plans serait horizontale, et cette condition exprimée 
analyüquement donnerait la formule cherchée. Mais on 
peut arriver au même résultat de bien des manières diflé- 
rentes, et je m'arrèterai aux deux suivantes : 

1°. D'abord je dis qu'il est nécessaire et suflisant pour 
l'équilibre, que la verticale menée par le centre de gravité 
du corps, supposé homogène et placé symétriquement par 
rapport aux deux directrices, rencontre la droite qui joint 
les points de contact. Cette condition est nécessaire, 


(72173) 

puisque si la force qui représente le poids du corps ne 
rencontrait pas cette droite, elle ne pourrait pas s’y dé- 
truire entièrement; car deux points fixes, susceptibles 
d’une résistance indéfinie en tout sens, ne pouvant dé- 
truire une force qu'autant que celle-ci est dans un mème 
plan avec eux, à plus forte raison en est-il ainsi de nos 
points de contact, dont chacun ne peut opposer qu'une 
résistance normale à la directrice correspondante. En se- 
cond lieu , cette condition est suflisante, puisqu'on re- 
connaît à priori qu'il y a toujours un cas d'équilibre pos- 
sible, et que cet équilibre ne saurait exister quand fa 
rencontre n’a pas lieu. 





Je prendrai pour axe des z l'axe même du cône, pour 
axe des y le diamètre vertical de sa base, et pour axe des x 
le diamètre horizontal de cette mème base. Je représen- 
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terai par m l'angle que fait l'axe du cône avec sa généra- 
trice, par à l’inclinaison du plan des directrices AB; AC 
sur le plan horizontal, et par 6 la moitié de l’angle des 
plans verticaux menés suivant ces droites. 
Cela posé, soient P (fig. r)un point quelconque de la 
surface du cône, et F sa projection sur l’axe des z, La 


génératrice SP faisant avec cet axe un angle que nous 
avons désigné par m, on a 


FP=SF tangm, ou FP = (} — z)tang =, 
en appelant X la hauteur du cône; mais on a aussi 
—— 2 
FP — 2 + y?, 
donc 


2° + ÿ'=(h—3z)'tang mn. 


Cette relation ayant lieu pour un point quelconque de 
la surface du cône, est l'équation même de cette surface. 

Pour avoir l'équation du plan vertical ACH, M un de 
ses points, M’ la projection de ce point sur la base du cône ; 
et M'K perpendiculaire à l'intersection AD des deux 
plans verticaux. L’angle MKM' sera celui que nous avons 
désigné par 6, et l’on aura 


MM’ — M'K.tang 6; 
mails On a aussi 
MES NN MIRE Eee 


en représentant par / la distance du centre à la verti- 


cale AD, donc 
z—=(l+ x) tang6. 


Telle est l'équation du plan AH. 


Si l’on y joint celle du cône , elles représenteront simul- 
tanément leur commune intersection. 


(1) 
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L'’élimination de z entire ces deux équations donne l’é- 


quation de la projection de cette courbe sur le plan de la 
base; on trouve ainsi 


24 y?= tang’m (4? + tang’6(1+ x} — 2 htang6(1+ x) 


Si l’on yfaitx — 0, on obtiendra pour y l’ordonnée du 
point où l’ellipse que représente cette équation est ren- 
contrée par la verticale menée du centre du corps. Cette 
valeur de y est 


{ang 772 g tang 6 — h). 
La tangente menée à cette ellipse par le point 
(x—=0, y —tangm ({tang6 — h)) 


fait précisément avec l'axe des x, ou avec le plan hori- 
zontal , l’angle que nous avons désigné par «; et l’on sait 
qu’on obtient la tangente trigonométrique de langle 
que cette droite fait avec l’axe des x, en prenant la dé- 
rivée de y par rapport à Æ dans l'équation de la courbe, 
et substituant aux coordonnées courantes celles du point 
de contact. Or l'équation (1) donne 


dy __ tang’ m tang 6 ({tang6 + x tang 6 — h)— x 
PT (4 \ 


qui devient 


dy tang? n tang 6 (ltang6 — h) 
dx  tangm(ltangé — ) 





ou 


dy 


— {ang mn tang 6 
pre 5 6 9» 


quand on y fait 


x—=0 et y —={tangni (ltang6 — h); 
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on a donc 


Ang « — tang m2 lang 6. 


Telle est la relation très-simple qui exprime la condi- 
uon nécessaire et suflisante entre les trois angles m, «et 6, 
pour l'équilibre du double cône sur deux droites qui se 
rencontrent et qui font un même angle avec le plan hori- 
zontal. 


Fig, ». 





Au lieu de 6, on pourrait donner le demi -angle b des 
deux directrices , et au lieu de «æ, l'angle a que fait cha- 
cunce d'elles avec le plan horizontal. 

Pour découvrir ce que devient alors la relation trouvée 
plus haut, soient AV (fig. 2) l'intersection du plan des 
deux directrices avee le plan horizontal mené par leur 
poini de rencontre; AR l'intersection de ce plan hori- 
zontäl avec le plan vertical conduit suivant la direc- 
trice AC ; AS l'intersection du même plan horizontal avec 
le plan vertical mené par la bissectrice AT de l'angle des 
deux directrices. Joignons ensuite, par des arcs de grands 
cercles, les points où ces droites percent la surface d’une 
sphère décrite du point À ; on aura 


GVR=—a,. CR— a, RS—E6, CT = 


TT ç TT 
RV = 2: 6 9", CN eee b == b'. 
3} < D) L@ 
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Maintenant le triangle sphérique CRV, rectangle en K, 




















donne 
tang a tang & 
tang Mer er OU tan L— S : 
sin 9 ; cos 6 
= 1ços"b" ne A STEOE 
COS or ou SLNLO— ‘ 
cos a cos 4 
Au sind sin « 
sin D = — ON cos pi ; 
sin & sin & 


De ces trois équations et de tang « — tang m tang 6, on 
déduit 


tan tanga  Ssina sin z 








se CN 
FRE ang tangé  siné  siné tang d 
Si l'angle m à une valeur supérieure à celle qui lui 
est assignée par cette formule, le double cône remontera 
sur les deux directrices en s’éloignant de leur point de 
rencontre ; dans le cas contraire , il roulera en sens opposé. 
On peut d’ailleurs prouver que la relation 


tang « 
tang MIS =. 





sin 6 


que nous venons d'établir, se rapporte bien au cas d'équi- 
libre. En effet, si l’on cherche la distance de l’axe du 
cône au plan horizontal conduit par le point de rencontre 
des deux directrices, on voit que, dans ce cas, elle est 
égale à la verticale IN ( fig. 1) menée par le point de 


contact J, entre cet axe et l'horizontale AN. Or, 
IN — IJ + JN = SI tang 2 + AN.tanga ; 
d'autre part, on a 
OI=%=— SI .et OI1—AN:sm6, 
d'où 
h — SI = AN sin 5. 
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Reportant la valeur de SI tirée de cette dernière équation 
dans 


IN — SI tang » + ANtanga, 


on obtient 


IN = 2 tang » + AN (tang & — sin 6 tang m), 


relation qui, à cause de 


tang a 





tang IN 9 


sin 6 
se réduit à 
IN" tang rm. 


La valeur de IN est donc constante. Ainsi, toutes les fois 
que notre formule sera vérifiée, la distance du centre de 
gravité du double cône au plan horizontal restera la même, 
quelque part qu'on le place sur les directrices. Il ne pourra 
donc tendre à se mouvoir d’un côté plutôt que du côté 
opposé 

2°. Pour donner une seconde solution de la même 
question, je démontrerai d’abord que, pour l’équilibre, 
il est suffisant et nécessaire que le plan qui passe par le 
centre et les deux points de contact soit vertical. En effet | 
ce plan étant vertical, la force P, que je suppose repré- 
senter le poids du corps, y sera comprise. Si par les points 
de contact nous menons dans ce plan des perpendicu- 
laires aux génératrices correspondantes, elles seront aussi 
normales aux plans tangents conduits suivant les direc- 
trices, et, par conséquent, aux directrices elles-mêmes, 
et, de plus, elles se rencontreront en un point de la di- 
rection de la force p. Cette force pourra donc se décom- 
poser en deux autres, dirigées suivant ces normales et 
détruites par les points de contact. Il est donc établi que, 
pour l'équilibre, il suffit que le plan mené par le centre 
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du corps et les deux points où il s'appuie sur les direc: 
trices, soit vertical. J'ajoute que celte condition est né- 
cessaire ; car si ce plan, au lieu d’être vertical, faisait 
un certain angle £ avec la direction de la force p, cette 
force pourrait se décomposer en deux autres, l’une 
normale au plan et l’autre située dans ce plan : celle-ci 
pourrait ètre remplacée par deux forces qui iraient se 
détruire aux points de contact, comme il vient d’être 
expliqué plus haut; l'autre, dont la valeur serait p sinz, 
donnerait lieu à un couple qui ferait tourner le corps et 
aurait pour moment p (h — z) sin £tang m, le z se rap- 
portant ici au point où la directrice touche le cône. 

Reprenons donc le cas où le plan est vertical: la direc- 
trice AC et la composante correspondante de la force p 
étant perpendiculaires entre elles, si l’on multiplie l'un 
par l’autre les cosinus que leurs directions font avec cha- 
cun des axes des coordonnées, on obtiendra trois produits 
dont la somme devra être nulle; mais on voit tout d’a- 
bord que le produit relatif à l'axe des x sera nul lui-même, 
puisque la direction de la composante est perpendiculaire 
À cet axe. Les cosinus des angles que la directrice AC fait 
avec les deux autres axes ont pour valeurs — sin a etsin D ; 
ceux qui se rapportent à la composante de la force sont 
cos m et sin m; donc 


sin b sin mn --— Sin 4 COS — O0, 
, 4 
d’où 
sin & 


sin D 


tang RE 





C’est la relation que nous avions déjà trouvée, par une 
autre voie, entre les trois angles m, a et b. 


etes om 


LETTRE DE NEWTON À RICHARD BENTLEY, 


Sur les ouvrages à lire pour comprendre les Principia. 


Le célèbre philologue Richard Bentley, esprit vigou- 
reux, voulut être en état de lire les Principia, et con- 
sulta à cet effet l’illustre auteur, son ami et son collègue. 
C'était en 169r, quatre années après la première édi- 
uon (*). Bentley avait trente ans, et Newton quarante- 
neuf ans. La lettre, écrite en anglais, existe dans les ar- 
chives du collége de la Trinité. « Après les Éléments 
» d'Euclide, il faut apprendre les éléments des sections 
» coniques. À cet effet, vous lirez, soit la première par 
» te des Ælementa curvarum de Jean de Wiut (Éoou 
» le Traité récent des sections coniques de de la Hire, 
» ou l’Épitome d’Apollonius du D' Barrow. 

» Pour l'algèbre, lisez d’abord l'introduction de Bar- 
» tholin , et ensuite parcourez les problèmes répandus çà 
» et là dans les commentaires de la Géométrie de Des- 
» carteset autres écrits algébriques de François Schooten ë 

















(*) La première édition a paru vers le milieu de l'été de 1687. Deux 
années après, le 15 janvier 1689, Newton fut élu un des représentants de 
l'Université de Cambridge, au parlement dit Convention. À V’occasion de 
cette édition, Laplace dit : « Les principes du système social furent posés 
» l’année suivante, et Newton concourut à leur établissement. » (Système du 
Monde, page 372, 1824.) On voit que ce n’est pas l’année suivante. Ce par- 
lement, prorogé le 27 janvier 1690 , fut dissous le 6 février suivant. Newton 
fut réélu le 26 novembre 1701 au parlement dissous le > juillet 1702 ; 
mais il échoua dans les élections du 17 Mai 1705. La phrase de Laplace, 
supprimée dans les éditions faites sous le premier Empire, et a été mise 
au bas de la page 429 du tome VI de l'édition nationale de 18/6. 

(**) Le célèbre pensionnaire. (Voir CuasLes, Apercu historique, p. 100. 
Elementa lincarum curvarum. Leyde, 1650.) Ce grand et honnète homme 
fut massacré par la populace, partout d’une stupidité feroce. 


(aan) 
je ne pense pas que vous devrez lire en entier tout ces 
commentaires, mais seulement les solutions des pro- 
blèmes que vous rencontrerez par ci par là. Vous pou- 
vez trouver reliés ensemble les £/ementa curvarum de 
de Witt, l'introduction de Bartholin et les commen- 
taires de Schooten. 
» Pour l'astronomie, lisez d’abord la courte exposi- 
tion du système copernicien à la fin de l Astronomie de 
Gassendi , et alors, en plus l’Astronomie de Mercator, 
pour ce qui concerne le mème système, et, dans l’Ap- 
pendice!, les nouvelles découvertes faites dans les cieux 
par le télescope. 
» Ceci suffit pour comprendre mon livre; mais si vous 
pouvez vous procurer le Æorologium oscillatorium 
d'Huyghens, la lecture de cet ouvrage vous rendra 
beaucoup mieux préparé. 
» À une première lecture de mon livre, c’est assez si 
vous comprenez les propositions avec quelques-unes des 
démonstrations plus faciles que le reste. Lorsque vous 
comprendrez les plus aisées, elles vous donneront accès 
aux plus difliciles. Lorsque vous aurez lu les soixante 
premières pages, passez au IIT° livre, et quand vous 
connaîtrez le plan-de ce livre, vous pourrez revenir en 
arrière sur les propositions que vous désirez connaître, 
ou même lire le tout en ordre si vous le jugez conve- 
nable, » (Correspondence of sir Isaac Neswion and 


professor Cotes, by Edlestone. London, 1850.) 


Note. H est très à désirer qu’on ait une traduction de la vie de Newton 


publiée par M. Brewster. Un géomètre distingué a demandé à l’auteur 
autorisation aujourd’hui nécessaire. [1 n’a pas daigné répondre. Dans 
une collection intitulée Bibliothèque pour les deux sexes, on a publié une 
traduction abrégée de cet ouvrage, où des découvertes de Newton sont 
supprimées. Une telle traduction rappelle le traduttore traditore des Ita- 
liens. C’est peut-être le souvenir de cette trahison qui fait que Pillustre 
physicien ne veut plus entendre parler de traducteurs, et qui explique 
un silence qui ne semble pas s’accorder avec Ja politesse d’un gentleman. 
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Sur: Les rayons solaires obscurs. 


Dans la correspondance de Newton et de Cotes, si sa- 
vamment publiée par M. Edlestone (*), on lit à la 
page 262 une lettre de Newton qui semble se rattacher à 
la théorie moderne des interférences et des rayons pure- 
ment calorifiques, etc. Un certain D' Joshua Maddock 
avait envoyé des spécimens d’une nouvelle branche d’op- 
tique roulant surla considération des propriétés des rayons 
obscurs (dark rays). La réponse suivante de Newton 
montre quil attachait une grande importance à ces con- 
sidérations : 

Vir dignissime, specimina illa optica, qu&æ pro huma- 
nitate tua ad me misisti, tantam in his rebus peritiam 
ostendant, ut non possum quia doleam incertudinem 
Principiorum quibus omnia innituntur. Etenim quæri 
potest, an sint in rerum natura rad tenebrosi, et, si 
sint, an radi illi, secundum aliam legem refringi de- 
beant, quam rad lucis. Defectu experientiæ , nescio 
prorsus quid de his principüs sentiendum sit. Neque hinc 
diflicultati tollendæ quam tuteipse indigistati facile ad- 
Juerit T'iberius (SAT positis ejusmodiradiis, una cum 
lege refractionis quam tu assumis, cætera rectè se ha- 
bent; neque propositiones tantum utiles sunt ac demon- 
strationes artificiosæ, sed, et quod majus est, omnia nova 
proponis, quæ opticam, altera sutparle, auctura sunt, 








(*) Correspondence of sir Isaac Newton and professor Cotes, etc., by J. Ed- 
lestone fellow of Trinity college Cambridge, London, 1850. In-8 de 316 pages. 

On lit une analyse très-impartiale, très-instructive de cet ouvrage dans 
le Journal des Savants (1852). Étant écrite avec une grande lucidité et pu- 
reté de langage, il est inutile d'ajouter qu’elle sort de Ja plume de lil- 
lustre doyen de l’Académie des Sciences. 


(**) Suétone dit que Tibère avait la faculté de voir clair dans les ténè- 
bres, à petite distance. & 
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si modo defectus experientiæ in stabiliendis principus 
aliquo demum modo suppleri possit. Interim, quod me 
meditationum tuarum perquam subtilium participem fiert 


dignatus sis, gratias ago. Vale. (Trin. Coll. Cant., 


feb. 7, 167 c.) 

Ce defectus experientiæ n'existe plus, et, dès 1679, 
Newton a prévu les progrès actuels de cette nouvelle 
branche d'optique. Il serait du plus haut intérêt de re- 
trouver la lettre du D' Maddock. Une personne de ce nom 
a pris un degré universitaire au collége de Jésus en 166r. 





BIOGRAPHIE . 


BACHELIER (Cnarzes-Louis-ÉTIENNE ), 


Imprimeur-Libraire à Paris. 


Pour amener asymptotiquement l’homme à la perfec- 
tion que jamais il n’atteindra complétement ici-bas, Dieu 
a déposé dans le cœur un irrésistible aiguillon : le désir 
de vivre avec estime dans le souvenir des générations à 
venir. Là est le secret d'immenses travaux, de pénibles 
sacrifices, et, quelquefois, de sublimes abnégations. Au- 
trefois les traditions, les monuments, les inscriptions, 
les médailles , les manuscrits étaient les seuls moyens de 
satisfaire ce désir. Mais les traditions s’altèrent, s’affai- 
blissent, s’oublient; les inscriptions s’effacent ; les mé- 
dailles se rouillent, les manuscrits n’échappent pas à 
la dent corrosive du temps, et tous sont circonscrits dans 
des espaces assez restreints. L'Imprimerie seule ne connaît 
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de limites ni dans la durée ni dans l’espace; brave les 
injures du temps, et prend pour horizon celui du monde. 
Depuis la découverte de Guttemberg, qui a fait de nou- 
veau planer l'esprit divin sur la face des choses, depuis 
quatre siècles l'esprit humain a fait plus de progrès que 
dans les cinquante siècles plus ou moins historiques qui 


les ont précédés (*). Aussi la reconnaissance n’a pas fait 


défaut à ces hommes généreux qui ont sacrifié des jour- 
nées et des veilles à nous transmettre les produits du 
génie avec pureté, correction, et portant le cachet d’une 
sévéreet régulière beauté. Tels étaient les Henri Estienne : 
les Elzevirs, les Vascosan, les Cramoisi, les Aldes, les 
Juntes, les Bodoni, les Didot, etc., noms environnés de 
respect et de considération. Tel était le fondateur de 
limprimerie mathématique, l’homme dont nous allons 
esquisser la vie. 

Cnanzes-Lours-Érienne BACHELIER est né »en 1777, 
d’une famille honnète, d’une condition modeste, dans 
la petite ville de Chäblis (Yonne), de l’ancien Auxerrois. 
La jeunesse du jeune Bourguignon ne présente de re- 
marquable qu’un penchant, très-prononcé et toujours 
croissant , pour les beaux livres, les belles impressions. 
Appelé sous les armes à l’âge requis par la loi, il fut 
incorporé dans le 8"° régiment de dragons, mais il ne 
resta qu'une année au service, pour cause de myopie. Le 
congé porte qu'il servit avec honneur et probité. 

Rentré dans la vie civile, entraîné par sa passion do- 
minante , il embrassa avec ardeur la carrière de la librai- 
rie ; se rendit, vers 1800, à Paris, et entra dans lali- 








(*) L'état stationnaire des races asiatiques tient à l’absence de l'impri- 
meric. Les Israélites lisent encore, dans le temple, le Pentateuque dans 
des manuscrits. Quant aux Chinois, l'absence d’une écriture alphabétique 


occasionne une perte considérable de temps stérilement employé à une. 


étude de formes. 


“ 
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brairie militaire de Magimel (*), qui a continué avec tant 
de succès, et pendant si longtemps, l’ancienne maison de 
Jombert. Généreux et intelligent, Magimel, appréciant 
bientôt les qualités de son apprenti, devint son ami.et son 
protecteur. Il l'aida d'abord à établir une petite librai- 
rie, et ensuite lui facilita les moyens d’épouser, en 1804, 
la fille de Courcier, éditeur de tant de chefs-d'œuvre 
mathém atiques et fondateur d’une maison connue de tous 
les-géomètres. De 1804 à 1821, Bachelier ne fut qu'un 
libraire ordinaire, dans le sens commercial du mot. 
Ce n'est qu'à partir de 1821, époque où il succéda à sa 
belle-mère, madame veuve Courcier, qu’on voit se dé- 
velopper chez lui cette activité passionnée, reproductrice 
de grandes œuvres. Il ne recule devant aucun sacrifice 
pour propager les ouvrages de Lagrange , Laplace, Monge, 
Lacroïx, Delambre, Poisson, etc., ces illustrations du 
temps passé, et aussi les travaux des savants contem- 
porains, et pour éditer des vastes collections techniques, 
telles que Christian, Borgnis, etc. Ayantacquis, en 1832, 
l’ancienne imprimeriede Courcier (**), il introduisit dans 
cette nouvelle profession un esprit de progrès et de per- 
fectionnement dont nous devons donner une idée. 

À part le génie, à part le style, d’une pureté, d’une lim- 
pidité si inimitables, Lagrange a introduit dans les sciences 
mathématiques ce qu’on peut appeler le bon goût. Il 
s’appliqua à économiser les symboles , à réduire au plus 
petit nombre les équations, les formules, à rendre les 
unes et les autres courtes, expressives, parlantes, mné- 
moniques. Tout cela s'adresse à l'intelligence, la récrée , 
lui donne contentement; mais l’œil extérieur qu'il faut 
satisfaire aussi a d’autres exigences. Il veut que les lettres : 


PL UT, PRE A Me rt a Me VS 
(*) Suecésseur de Blouet, qui avait succédé à Jombert. 





(**) Successeur de Duprat. 
Ann, de Mathématæ t. XIII, (Mai 1854.) 1) 
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les signes, les formules , âme de l'arithmétique univer- 
selle, soient nettement dessinés, symétriquement ar- 
rangés, dans et sur des lignes bien nivelées, convena- 
blement justifiées, distancées. Ce sont ces conditions 
matérielles, si importantes pour l'esprit, que Bachelier a 
sans cessecherchées ct enfin obtenues. Ces mèmesqualités , 
ces mêmes soins, se trouvent dans toutes ses publications 
périodiques : Comptes rendus des séances de l’Académie 
des Sciences, Journal de l’École Polytechnique, Journal 
de Mathématiques de M. Liouville, Nouvelles 4 nnales 
de Mathématiques, Annales de Climue et de Phy- 
sique, etc. 

Toutefois, ilestjuste de dire qu'ilaété merveilleusement 
secondé par M. Bailleul (*) , prote zélé avec discernement, 
actif avec ordre, comprenant toutes les manipulations, 
les surveillant avec conscience. C’est sous cette habile 
direction que s’est formée une pépinière d'ouvriers adroiïts 
devenus typographes artistes , et qui ont donné à cette im- 
primerie mathématique une réputation européenne. 

Bachelier obtint, à l'Exposition nationale de 1849, la 
Médaille d’argent : il méritait mieux. Toutefois, la vraie 
décoration n’est pas celle qui brille sur l’habit; c’est celle 
qui est dessous. Ce sont les sentiments généreux, dans le 
sein de l’honnête homme, qui ornent pendant la vie, et 
encore outre-tombe. Enfin, éprouvé cruellement par la 
perte d’une femme chérie, d’un fils unique, ancien 
élève de l'École Polytechnique, après un demi-siècle de 
labeurs et de soucis, Bachelier trouva le repos et sans 
doute la palme du juste, vers la fin de 1852, léguant à ses 
enfants un nom respecté, une maison de haute réputa- 
tion et un digne successeur. 


I 


(+) Inventeur, en 1838, d’un nouveau système de justification très-ingé- 
uieux et susceptible d’une précision mathématique. 
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M. Mallet-Bachelier, son gendre, quitte une position 
honorable dans la magistrature pour assumer une grave 
responsabilité commerciale, soutenir, continuer et amé- 
liorer encore un établissement dont la célébrité est un 
patrimoine de famille. Puisse le succès couronner un 
dévouement filial si rare! 

Je crois être l'organe de tous les géomètres en exprimant 
. ce vœu, vœu de reconnaissance pour le passé , d'espérance 
pour l'avenir. O. TErQuEM. 


ie ———— 





MÉTHODE MÉTAMORPHIQUE PAR RAYONS VECTEURS 
RÉCIPROQUES ; 


D'après M. Josepm LIOUVILLE. 
(Journal de Mathématiques , tome XII, page 365; 1847. 


——— 


À. Problème.— Entrelessixvariablesx, y,z,2x",7",2", 
on a les huit équations 


anis z), ETAT"; z'); 
F(zx, y,z z), 1’ = O2 ARE 2}; 

Re 2), = p(x’ 5952 ); 

p=YŸ(r, 7,2 2), p=Ÿ( ME 

quelles formes faut-il donner aux quatre fonctions f, ", 

o, d pour qu'on ait l'identité 


Gi) pp'i(E—E)+(n—n)+(6—C}] 
D etrp+tr—rP+t—r). 


Solution. Soient Xe, Vos 30 Certaines valeurs particu- 


1). 
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lières de x’, y’, z'; l'identité devient 
7; 


P'PoLCE— 0) + (n—n) + (6—6}] 
= (X — 20) + — Yo) + (3 — 2): 


Les indices o indiquent ce que deviennent les fonctions 
par ces substitutions ; faisons 


E— Es =t, Nn —  —=U;, C—Co—=#, 

LT — Lj—= Lis Y— Yo —=Ÿis 2 — Z0——= Zi, 
! 

ÉNbRe— Le n =— =, Cu tre, 


’ Age te ! nn ' pcs à 
TX —%X—=X , —YHo=T,s 2 —Z—=2,; 
nous aurons 


F0 ie C0 le Peu 1 et C2 CA 
= (x, — 2) + (y A A aie (z — Zap, 

P'P(P EU HA)=zx, +ri ha, 

P°Ps (€? + u + p}= x Hop t Ze 


Éliminant p et p' de ces équations et posant 


— m2 
RS 


2 2 VEUT 2 2 2 
t + u Lu p°, À He AA nn AE 
12 12 LE) “RME LE M0) CEE 2: 
ERREUR" 02. cr Mi ie APE 


on obtient 


I U 2 d ï | 
TNA + (mix Hoyt) |: 


Dor ° E CL À r LA ! 
inons maintenant successivement à 2,7, z', quatre 
valeurs déterminées ; conséquemment, à chacun de ces 
Systèmes de valeurs correspondent des valeurs déter- 
SR / ! A 4 / RE à ! 
minées de x”, y',z'; £!, nl, £';t!, u!, p' sole 
On a donc quatre équations du premier degré entre les 
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quatre inconnues 
t LL Ÿ 


m4) Re 9 rÿ 


re POS TOR ER 
on en déduit, par les fofmules de Cramer, 


t 12 u v R I S 
RE meet = B+ à LR Ames Me MT 
À, B, C, D étant des quantités connues fonctions des qua- 
tre valeurs particulières de x',,y", z' et P, ©, BR, S des 
fonctions entières et Enéaires de x, y1, 21. 

Élevant les quatre premières de ces équations au carré 


et les ajoutant, on à 


2. (AP + BQ + CR) 
r? 
P? + Q° + R° 
a RL dr — ne. 
r 


r‘ p 


A+ B'+ C' + 


Chassant le dénominateur, et considérant que P, Q,R 
>; r sont des fonctions entières de x, Y1, 31, on ve 
que P?+ Q°+R° doit être divisible par r?; mais le divi- 
dende et le diviseur étant de même degré, 13 quotient ne 
renferme plus de variables : représentant ce quotient par 
la constante m, on a 


P+ QHR = mr = mx + yi +2;) 
Faisons 
= max, + by: + cz), 
Q= m(a'x.+ b'yi+ c'z), 
R = mn (ax, + b'yi+ c"2). 


Nous ne mettons pas de constantes, parce que, en substi- 
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tuant ces valeurs de P, Q, R dans la dernière équation, 
la somme des carrés de ces constantes devrait être nulle; 
cette substitution donne les relations 


ML MO Aa ES ab + tab a" b".—"0, 
LT EP ON dd AL 


ÉCRAN CETTE CHE LC 00: 


équations qu'on rencontre dans le passage de coordonnées 
rectangulaires à d’autres coordonnées rectangulaires ; etces 
relations, comme on sait, en entraînent encore six autres. 

Remplaçant æ,Y1, 71 par leurs valeurs x — Xo, Ÿ —Yo) 
Zz— Zo,0ha 


P—m{a (x—x)+b (y—r)+c(z—2%)), 
Q— ma! (@— 2) +0 (7 — 70) +e (2 — 2%) |, 
R — mfa"(æ— x) + b" (y — 70) + €(z — a) ]. 


Faisons 
1% R 
AR EU, En rPron n 
et remplaçons t, u, # par Ë — £o; 7 — 0 Ë — Gr; nous 
obtiendrons | si 
PE T Fa U 
SR me UV a CU ON 


Pen NE 2 


Îl reste à trouver p; or, 


(E—E) + (nn) +) 
Le RESTE EURE VE Ve 
TIC + HN) (TASEUT + N/2} 

(T —T'} + (U — 0} + (V — V'} 
CAE nt (0 Qi (R—R)]. 

(P+QHR)(PE + QHR) 


2 
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les relations entre les a, b, c donnent 


(p— p}+(Q—QY +(R—R) 
(xx) +(y—-r} + (sr) 


donc 


E— EP +(n nr} +G—t) | 
2 Cr a À 2 
T (PQ HER) (P+ Q+ R?) (T'+ U° + V?) (T°? + U FEV) 


en prenant donc 


2 — 


(P? + Q°+ R°) (T° + U'+ V') 
nr LU) LU 
mn? 


on obtient . 


pp'LE—EP+ (nn) + (6 671 
=(a—e)+ (rer) +2). 


Ainsi, on a satisfait à l’identité, et le problème est résolu ; 
mais on peut encore exprimer p, &, 7, 5 en fonction ex- 
plicite de x, ÿ, z 


Commencons par p: On a 


(PQ +R) (T° +U’+V) 
2 m (AP + BQ+ CR)+- 7 1 
AB CU 
Pi+ Q+R' = (x — 20) + ( — Yo)’ + (4 — 2) 
(Aa + Ba! + Ca} + (Ab + BÜT+ Cb”}! 
+ (Ac+Bc +Ge) = A +B+C, 
2 m [AP + BQ + CR | 
= 2m (x—20) (Aa+-Ba’+ Ca”) + +(Y—Y) (ab+-Bb"+-Cb") 
_ +(a—w)(Ac+Be + Ce) 


(++ 0] 14 Q + R + 
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Posant 


(Aa-+Ba'+Ca”) 

(Ab +Bb + CE’) 

(Ac +Bc+Oc’) 
AHB+HC 


Ti ar BAT sr > nn 


Ja — Yo Te 





? 


on obtient 


mp1 = (A?-+ B' + C!) [Ce — x) + (7 +) + (z— x) ]; 


+] 


ainsi p est exprimé explicitement en fonction quadratique 
de x, y, z, et l’on voit que p est proportionnel à la dis- 
tance du point variable (x,y,z)au poini fixe CREZO A) 


Passant aux fonctions é,, Ê,on a, en remplaçant 
T, U, V par leurs valeurs, 


__ A(P+Q+R) + mP 
res mp? 
A(P+HQ+HR)+ mp 
(A+ B°+ C)(P'+L Q+ R?) + 2m(AP+BQ +CR)+ 7° 
ÉR A X 
FAR ONU pal 


où X est une fonction linéaire en x, Wihes 


Posons 
A 
D . 
Se pre 
on à: 
X. 
ere 
de même 
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Ainsi, £, n, € sont données explicitement en fonction li- 
néaire de x, y, z divisée par une fonction quadratique. 
On peut parvenir aux trois fonctions X, Y, Z d'une ma- 
nière simple. Si l’on suppose que l’une des variables 


- : . o q X 1 
%, ÿ, z devienne infinie, alors= s annule , et, dans ce 
; P 


Cas, 
| : 2 2 Y2 
& — E* nn! bre Cs et EPST à DAC" 
T°? + Y? + 2° m 


l'identité devient, dans cette même hypothèse, 


nm 


M PA ER rene op 


ou, en Ôtant les accents, 





L FITER TN m 
(EE) (n — ne) + (Ce — €) — PA + B + C) 


X+Y+ 7 
SENS RE TRS 
donc 
X?+ NE Cr SAME 
A?—+ B?’ + C? 


= (x — Æ) +(y— y} +(3— 2). 


, Lé 0 e TS 
Opérant sur cette équation, comme ci-dessus sur 1 équa- 
tion analogue 


P+HQ+R — mix + y+ z?), 


on trouve 
Ki D (x — x) + B.(y — Yi) ne (z — 2), 
M eo 0) + Br y) + y le 2), 
Li a" (x — x) + B(r — 71) + (a — Z) 


Entre les «, 5, y existent les mêmes relations que ci-dessus 
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entre les a, b,c; de plus, 


: po — 72. deu nY 
5531 DRE 7 Ne 1 FRA TVA ENS 
AZ ,_ X+Y +2 
DE XNA £ r 
où 
m 
AZ ———"’.,," 
A? + B°+ C? 


Cette belle manière de trouver les quatre formes f, F, 9, 4 
subsiste encore lorsqu’au lieu de trois variables, qui suf- 
fisent aux applications géométriques, on en à un nombre 
quelconque. ; 

De même qu’on a calculé E, n, # en fonction de 
x, Y, 3, on peut, inversement, calculer x, y,zen fonction 


de £, n, €. Il suffit de faire 


et l’identité (1) devient 


Le—2}+(—rY+(e—7Yle 
(EE) + (nn) + EP; 


ainsi la forme del’identité n’est pas changée, et en suivant 
la même marche que ci-dessus, on en déduira x, y, zen 
fonction de Ë ,n, €. 


Interprétation géométrique; rayons vecteurs réciproques. 


2. Considérons x, y, z comme les coordonnées rec 
tangulaires d’un point m;et£,n, € comme les coor- 
données rectangulaires d’un pointp, l’origine et les axes 
étant les mêmes pour les deux points. Transportons l’ori- 
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gine au point qui à pour cordonnées Xi, Yiy Z13 NOUS 
aurons 


X— ax +By+yz, Y=aœx<+f$" y + 72, 
Z— x +8y+7y"z (voir ci-dessus) ; 


à raison des relations qui subsistent entre les &, 6, y, on 
peut prendre ces quantités pour les cosinus des angles que 
font de nouveaux axes rectangulaires avec les anciens, et 
X, Y, Z sont les coordonnées du point "1 relativement à 
ces nouveaux axes. Transportons ces axes parallèlement 
à eux-mêmes au point O dont les coordonnées sont 
0, n°, 9, nous aurons 

pe n x ny AN Le 


— 


RTE y +2 G m— y + RER DEEE 


£,n, €, x, y, étant les coordonnées de y et de rm, dans 
cette dernière position des axes; on a aussi 


2h né nn no 
= = = ———————— Z = — — 
2? “2 E? + n° + e2? E? + n? + t2? 





ét n-EC 
(2 + +2) (8 +n+ 6) = »!, 
2 2 2 12 12 2 
LEE) + na (ie — 077 ETES 
or Pr) le 2h; 
prenant 
a in 


— 


n°? 


l'identité (1) est satisfaite. 

De là on conclut que : 1° les trois points O, #2, pr. sont 
en ligne droite; 2° Om. Ou= n° 

Les points 7, p.sont dits points es etles rayons 
Om, Ou, rayons vecteurs réciproques. Ainsi, la géométrie 
suflit pour résoudrele problème (1), pourvu que le nombre 
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de variables ne dépasse pas trois; mais, comme nous avons 
dit, la belle analyse de M. Liouville s'étend à un nombre 
quelconque de variables : l'identité (1) peut s’écrire 


App =D 
où 
= (E— EP (ne m4 (Et), 
D'= (rc) + (y—y) + (2 7}. 


À est la distance de deux points M, M’, D la distance des 
deux points réciproques u, u'; p et p' sont les rayons 
vecteurs Ou, Op. 

Etant donnée l'équation polaire d’une surface ou d’une 


ligne, on trouve la surface ou la ligne rétiproque en 
Re 

remplaçant le rayon vecteur p par —, où K est une con- 

| p 


stante donnée, et l'équation 
X PPT E= D 


wansporte les relations métriques de la première surface 
ou ligne à la surface ou à la ligne réciproque. 

Prenons un triangle infinitésimal M M'M/; dans le 
wiangle infinitésimal réprqmue u a" u", les trois rayons 
vecteurs Op, Ou’, Ou/ sont différentiellement égaux; 
on a donc 

f (/ / f/ 
Lt nr Qu a € as reg A SAN M 
MM! — D — nm — P': 
MM MM M'M 








Ainsi, les deux triangles sont semblables, et, par consé- 
quent, équiangles. De sorte que, si deux lignes se coupent 
sous un certain angle, les lignes réciproques se coupent 
sous le même angle. 


3. (*) Soient une surface algébrique S de degré 7: ;M un 


a — mm 





ge 


*) Ce qui suit n’est pas dans le Mémoire cité. 
q I 
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point de cette surface ; O l’originedes coordonnées quenous 
supposons rectangulaires, Prenant sur le rayon vecteur 
OM, dans le sens deOM, une longueur Oy telle, que l’on 
ait OM .Oy = K? — constante, le lieu du point L. est 
la surface À, réciproque deS ; 2est, généralement parlant, 
de degré 2n, tandis queS, réciproque deZ, n’est que de 
degré ». Lorsque le pôle O est sur la surface S, le point 
correspondant dans Z est à l'infini, les termes de degré 
27 disparaissent dans Z qui n’est plus que du degré 
271; autant une surface $ a de nappes infinies, autant 
la réciproque a de nappes qui passent par le pôle, et au- 
tant une ligne a de branches infinies , autant la réciproque 
a de branches qui passent par le pôle; à chaque valeur 
de K° correspond une surface Z. Toutes ces surfaces sont 
évidemment homothètes, et, par conséquent, les plans 
tangents à ces surfaces menés par des points situés sur 
le même rayon, sont parallèles. Pour K? — o, la surface 
2 se transporte à l'infini, et pour K°— , la surface X se 
réduitau pôle O, En prenant K? négativement, les surfaces 
2 sont les symétriques relativement au pôle de celles qui 
répondent à K? pris positivement. 

4. Prenons pour Sune sphère et pour K? la puissance 
du pôle O relativement à cette sphère ; il est évident que 
le point u réciproque à M est sur la même sphère $, donc la 
surface Z se confond avecS : les plans tangents en M et be 
sont également inclinés sur le rayon vecteur Ou M, mais en 
sens inverse; ils sont antiparallèles relativement à ce 
rayon. Faisant varier K°, les diverses surfaces © étant 
homothètes sont toujours des sphères. Si le pôle O est sur 
la sphère S, le degré de E est diminué d’une unité et de- 
vient un plan perpendiculaire au rayon de la sphère $ 
qui passe par O. 

Soit K° égal à la puissance du point © relativement 
à la sphère S; prenons sur cette sphère S trois points 
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M,M', M/,et leurs réciproques p,u', um”: les quatre 
points M, M',p,u' sont sur un même petit cercle; les 
quatre points M, M”, pu, a” sont sur un autre petit cercle; 
l'angle M'M M”, formé par les arcs MM’, MM”, est évi- 
demment égal à l’angle up y; et à cause des propriétés 
homothétiques, ceci a également lieu pour des valeurs 


quelconques de K. 


5. Deux sphères S , s se coupantsuivant un petit cercle, 
les sphères réciproques À, a se coupent aussi suivant un 
petit cercle, réciproque du premier; donc la ligne réci- 
proque d’un cercle est un cercle, et l'angle suivant lequel 
se coupent les sphères Z, cest égal à l'angle suivant lequel 
se coupent les sphères S,s: c’est une conséquence de 
l'antiparallélisme ( 4). Les cercles réciproques forment 
le même angle que les cercles directs ; de là découlent les 
propriétés de la projection stéréographique. 

6. Soient M un point commun à deux surfaces quel- 
conques S, s, 4 le point correspondant dans les surfaces 
réciproques 2, c; au point les deux surfaces 2, o se 
coupent suivant le même angle que les surfaces S, s au 
point M: cela devient évident en plaçant une sphère tou- 
chant la surface S, et une autre sphère touchant la sur- 


face s au même point M. De même, si S, s représententdes 
lignes quelconques. 


7. Il suit du paragraphe précédent, qu'un système de 
surfaces étant coupé par une surface trajectrice, partout 
sous le même angle, la réciproque de la surface trajec- 
trice sera trajectrice du système réciproque; lorsque 
l’angle est nul, la surface trajectrice devient une enve- 
loppe ; de même pour des lignes. De là découlent de nom- 
breuses, curieuses et importantes conséquences sur les 
lignes loxodromiques, de courbure, etc. C’est ainsi que 
l’on transforme un polygone rectiligne plan en un poly- 
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gone circulaire plan, où la somme des angles ne dépend 
que du nombre des côtés (théorème de M. Miquel). 

8. Supposons dans un même plan une droite et un 
cercle, le centre du cercle étant pris pour pôle et son 
rayon pour la constante K, la réciproque de la droite 
est un second cercle, image de la droite dans le premier 
cercle considéré comme ligne réfléchissante; et la droite 
est aussi l’image du second cercle par rapport à cette li- 
gne miroitante, C'est cette propriété optique qui a porté 
un géomètre éminent, M. William Thomson (*), à dési- 
gner ce système métamorphique sous le nom de principe 
des images (Journal de Mathématiques, iome X, p.364) ; 
depuis , M. Liouville a généralisé ce principe et l’a dési- 
gné sous le nom de rayons vecteurs réciproques, qui ca- 
ractérise la condition géométrique. 

9. M. William Roberts a fait voir que, pourles courbes 
planes, la similitude des triangles infinitésimaux subsiste 
encore pour des transformations autres que celles qui sont 
fondées sur le principe des images (Journal de Mathéma- 
tiques, tome X, page 209; 1848). Étant donnée l'équation 
polaire d’une courbe plane en r etw; remplaçant r par R* 
et w par 20, où r'est un nombre quelconque positif ou né- 
gatif , réel ou imaginaire, on a 


dw  RdQ 
FU ET e TES 
dr dR 
rd w . < 
Or,—— est la tangente de l’angle que forme la tangente à 
? dr ù 
la courbe avec le rayon vecteur; donc, etc. 
A l’aide de ce principe si simple, l’ingénieux profes- 
seur démontre avec une extrème facilité une foule de pro- 





(*) Depuis 1846, rédacteur de l'excellent recueil Cambridge and Dublin 
Mathematical Journal. Le format in-8 ne semble pas commode pour des 
ouvrages destinés à renfermer de longues formules, des calculs étendus. 
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priétés. Gitons-en deux. L'auteur nomme tangente hyper-. 
bolique à une conique, une hyperbole équilatère, tan- 
gente à la conique en un point et concentrique à la co- 
nique. Cette définition admise, on a ce théorème : 


Tnéorime. Étant données deux ellipses homofocales ; 
St, par un point de l’ellipse extérieure, on mène deux 
tangentes hyperboliques à l’ellipse intérieure, ces tan- 
gentes sont également inclinées sur l’ellipse extérieure. 
Même théorème pour des tangentes rectilignes. 


Taéorème. Le lieu du sommet d'un point dont le pro- 
duit des distances aux n sommets d’un poly gone régulier 
est constant, est représenté, comme on sait, par l’équa- 
tion polaire 


TR — 2 0" r COS RO AE br EN, 


a est la distance du cercle circonserit et b un paramètre 
variable; les trajectoires orthogonales sont données par 
l'équation 


r" cos n (w — 6) —= a" cos 20, 


où 0 est un paramètre variable. C’est le lieu d’un point 
tel que le produit de ses distances aux 2 sommets d’un 
polygone régulier est égal à la 72°" puissance de la dis- 
tance de ce point au centre du polygone régulier. Voir 
aussi plusieurs beaux résultats du même géomètre (Vou- 
velles Annales, tome 1X, pages 11, 142, 182, 309, 321, 
et tome XT, page 182.) 

9. Nous joignons ici, comme exercice de calcul infini- 
tésimal , quelques résultats donnés dans le Mémoire de 
. M. Thomson, et qu’on rencontre fréquemment dans la 
théorie attractionnelle et dans celle des fluides im- 
pondérés. | 





(*) Nouvelles Annales, VANNSON, t. VE, p. 91. 
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Supposons U = (£,n, &); les crochets désignant une 
fonction des variables qu le renferment , on a donc aussi 
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U—=i(xi y). done 


LR 2 4 7 — a or Me 
dE dx dy" F7 ANEN 
d'U dU dU d'U 
De T2 Te 2 (a? + zt— y?) — 2e NE 
a NT PA AU une 
dé dx ME dz + è 


done 
{AU \? 2 dU\°? dU\? 
( dE d'n ae (ee | 
a FR “4 dU\° Es dU \° 
San à à Pa —— — : 
1 dx } dy ) dz | 
(Journal de Mathématiques, tome XII, page 290.) 


Les coefficients différentiels expriment ici des différences 


partielles. 
dÜ d'Ü * FUL À 
30. Cherchons à transformer —— += + = en dif- 
d'Eé? d'idée 
férences partielles relatives aux variables x, y, z: Diffé- 
LUE s Ÿ° 

rentiant la première des trois équations ci-dessus par rap- 
port à €, et n'ayant égard qu'aux U,ona 


ŒU. 


d°Ù 
Ar: 








[(y° + 3 — LP + 47° x? + fr LE | =D) 


dx? 
donc, pour les trois équations , 


: É d'UÜ dU 
PAT + ME e PA Ie. : À 


. di? dy° de. 
Ayons maintenant égard aux x, Y; Z+ 


N t ce aui multiplie À on à 
> prenant que ce at Er Or 
e pre q { POSER 


d(y}+z— x) à d.xy Ë d.xz 
dE d'n TER 
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effectuant, et considérant que 
dx _dz dy dx 
dé dé dE dn 


on trouve 


dp dU 
23:9 p? CRT pm te RRQ 
Le dx dx’ 
cars 
dp x 
dep 
td è a È at et su 
( E même, on , pou dy TE 
LM A OA As D ESER 
dy dy dz dz 


Les coellicients des autres différences partielles telles que 


d? U d’U , 5! Lé 
mr 7 €ÙC., S annulent , et l’on à pour transformée 
dx dy dxdz . 


vo ce] 
PERS RES ti 


ps Fer ur 
| dx? dy? dz° 


, | dU  dp dau dp dU ; 
3 n° 2 EE A ——  —— , 
# dx dx dy dy dz dz | 


Faisant 


on obtient 


dqU, d'au: dqU ( 
dx? PAM don 











dx dx dy dy PV dz di 
IT Œ@U ŒU ] 
+ q 


dx? dy? dz° | 


dq dU M dq dU dq n) 


\ 








car 
d?q d°q d q 5 


© ” ') Pc ? 
dx? dy? dz? 
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comme on a vu ci-dessus; donc 


d'AUES d'A + dU 





LES d'n? ire, 
[- PE Ua pe UC dF pe 
ne 6 Ji ee He GT —— |: 
1 ax? dy so AE 


(Journal de Mathématiques , tome XII, page 289.) 


Pour la méthode générale de ces transformations, il faut 
étudier le beau Mémoire de M. Liouville sur les équations 
de la Dynamique (tome XIV, page 268 ; 1849). ( 

4. Lorsque le paramètre K°? (page 237) devient égal à 
__1; on a les surfaces que M. A. Bravais nomme #nverses 
(Journal de Mathématiques , tome XIV, page 137; 1849) 
et sur lesquelles il donne des théorèmes qu’il suflit d’é- 
noncer. 

Tuéorèwe I. Lorsque le pôle de symétrie de la surface 
fixe P se déplace, la surface inverse p se change en un 
nouvel inverse p' et l'on peut toujours transporter p sur 
p' par un mouvement de translation commun à tous les 
points de la surface p. 

Tréonème II. St l’on fait tourner de deux angles droits 
la surface p inverse de P autour d’une droite passant par 
le pôle de symétrie C, la surface p' ainsi obtenue sera la 
symétrique de P par rapport au plan mené par C norma- 
lement à l'axe de rotation. 

M. Bravais ne considère que des polyèdres. Du reste, ces 
théorèmes ont aussi occupé Jacobi. (Crezze, tome XV, 
page 309 ; 1836.) 

Lorsqu'une surface se confond avec son inverse, le pôle 
de symétrie prend le nom de centre de figure de la sur- 
face. 

5. L'équation de la podaire d’une ligne plane donnée 
de degré n est de degré 2n; et lorsque le point est sur a 


\ 
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courbe, la réciproque de cette podaire estde degré 27 — 2; 
dans une conique, la réciproque de la podaire du centre 
est encore une conique; de même pour Îles surfaces du 
second ordre. 

G. Soient trois cercles À, B, C situés sur un même 
plan ou sur une même sphère; P un point commun aux 
deux cercles À et B. Prenons ce point pour pôle et fai- 
sons K°? égal à la puissance de P par rapport au cercle C; 
les réciproques des cercles À et B sont deux droites 
(page 235), et le cercle C se confond avec sa réciproque. 
Menons un cerele tangent aux deux droites et au cercle C; 
la réciproque de ce cercle, conservant toujours le même 
point P et la même valeur K°, sera un cercle tangent aux 
trois cercles A, B, C. 

En augmentant les trois rayons des trois cercles de la 
mème longueur sans changer les centres , on peut toujours 
faire que deux cercles se coupent. Le centre du cercle 
touchant les trois ne changera pas. Ainsi le problème de 
Viète est ramené à celui d’un cercle touchant deux droites 
et un cercle, et le problème de Fermat à celui d'une 
sphère touchant trois plans et une sphère. 
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THÉORÈMES D'EISENSTEIN SUR LES SÉRIES QUI SONT LES 
DÉVELOPPEMENTS DE FONCTIONS ALGÉBRIQUES ; 


DÉMONTRÉS PAR M. HEINE, 


Professeur à Bonn. 


(Journal de M. Crelle, t. XLV, p. 285; 1853.) 


a 


1. Lemme. g et hétant deux nombres donnés, pre- 
miers entre eux, p un nombre premier donné, 7 un 
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nombre entier donné, les racines de la congruence 


g —hx=(p"), 


sont comprises cnire O et p'-—1; p', 2pP"—1; 2p", 
.3p'"—1,etc. 

Observation. Le point Leibnitzien placé sur une lettre 
indique un multiple. 

2. Lemme. m étant un nombre entier, m! un produit 
continue] et p un nombre premier, faisons 


M—= A +4 p + Gp + a; p° Ye... + Arp', 
les a sont des nombres positifs tous moindres que pet 


pouvant être nuls: posons 


A+ +a; +...+ a = À,, 
A+ A3+......:. + 4; A7 3 
A HA His. + Gr À3, 


I 


Ayi + 4 = A, ; 
Aï=tA,: 


et faisons 
Ai +Ap+A;p+...+A,.. po+A,p'=B,, 


alors B est la plus haute puissance de p qui divise le pro- 
duit continuel m! (Lecennre, Théorie des nombres, 
tome [, page 10.) | 

Observation. Il est évident que à, 4, a,,etc., sont 
les chiffres avec lesquels on écrirait le nombre m dans le 
système de numération dont la base est p. 

3. Lemime. g et h étant deux nombres premiers entre 
eux; m un nombre entier; si l’on simplifie, autant que 
possible, le coefficient binomial | 


g(g — h)(g—2h)...[g—(m—1)4] 


m! d 


le dénominateur de la fraction ainsi simplifiée ne renferme 


‘ 
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plus aucun facteur premier non diviseur de }, mais uni- 
quement des diviseurs de X. 

: Démonstration. Si m ! renferme avantla simplification 
un diviseur de À, ilne peut s’en aller par cette opération, 
car, g et h étant premiers entre eux, un tel diviseur ne 
peut diviser aucun facteur du numérateur. Soit donc p 
un zombre premier non diviseur de h, et supposons que 
p" se trouve au dénominateur comme facteur. Partageons 
le numérateur en groupes, renfermant chacun p" fac- 
teurs successifs. Dans le dernier groupe, il pourra se 
trouver moins de .p" facteurs. Chaque groupe (le der- 
nier excepté), renfermera un nombre divisible par p" 
(lemmel); soits le nombre de ces groupes. Le numérateur 
est donc divisible par pou bien par p“#* si le dernier 
groupe renferme ainsi ‘un nombre divisible par p";-opé- 
rant de même sur le dénominateur ; le premier groupe est 
149. . D étJe deuxième pue D" “+ 2,..., 
p" + 2p", etc., le dernier groupe, s’il est incomplet, ne 
peut pas renfermer un diviseur de p”; donc, après les 
simplifications, le numérateur renferme au plus p” comme 
facteur et le dénominateur aucun facteur divisible par p”. 

QU F0: 


4. Tuéonèue. Dans le développement de (1 + x)?, 


D LE) 


suivant les puissances croissantes de x, g et h étant des 
nombres premiers entre eux , les dénominateurs des 
coefficients, simplification faite, ne contiennent que des 
facteurs diviseurs de h. 

Démonstration. C’est une conséquence du lemme 


j 
du SES aug: A 
précédent; le coeflicient binomial aiecte(?) 


© = 
Observation. n peut être négatif; la conclusion reste 
È à 


la même. 
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5. THÉORÈME. @,, @, 4,,..., a, étant des nombres 
rationnels ; si l’on développe suivant les puissances crois- 
£ 


santes de x l'expression (as + a, x + asx°…. a, RAS 


où get h sont des nombres premuers entre eux, chaque 
coefficient simplifié est le quotient de deux nombres en- 
tiers ; le dénominateur est un produit formé par des puis- 
sances de h, des puissances des dénominateurs de a, , 
Aa..., 4 et des puissances des numérateurs de «,. 


Démonstration. 
# 
(+ ax +a; x +... + ana" )h 
£ 4 da: Am 1 
(ali riires, re le 
do dy : &o Ÿ 


Chaque coefficient renferme : 1° les coefficients bino- 
q 
miaux; 2° des puissances positives de &, , 43,.., a, ; 3° des 
puissances négatives de a,; donc, etc. 

Observation. Les dénominateurs renferment donc des 
puissances d’un nombre limité de certains nombres en- 
üers. Il est donc toujours possible de remplacer x par un 


multiple Ax tel, que tous les coefficients deviennent des 
nombres entiers. 


6. Tuéorime. Si une Jonction algébrique d’une va- 
riable x peut se développer suivant les puissances crois- 
santes de cette variable, alors Les coefficients étant sim- 
plfiés peuvent étre représentés par des fractions dont 
les dénominateurs sont des produits de puissance d’un 
nombre limité de nombres entiers. 

Démonstration. L’addition, la soustraction et la mul- 
tiplication de deux séries ou de deux fonctions entières 
n'introduisent pas de nouveaux nombres premiers dans 
les dénominateurs ; l'élévation à une puissance positive ou 
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négative d'une fonction ordonnée suivant les puissances 
de x n'introduit dans les dénominateurs qu’un nombre 
limité de nombres premiers (5); or toute fonction algé- 
brique d’une variable x est le résultat d’un certain nom- 
bre desdites opérations; done, etc. 

Observation. On ne parle pas de la division , car elle 
équivaut à l’élévation à la puissance — rs. 


IRRATIONNELS. 


7. Définitions. Un nombre srrationnel résulte des 
quatre opératuons et de l'élévation à des puissances frac- 
tionnaires positives, faites sur des nombres rationnels 
entiers. 

Nous appelons #rationnel entier, lorsque la division 
n'est pas indiquée. Exemple: 


© ji Men CEA er 
V3 + V 7 est un rationnel entier. 


Observation. Un nombre irrationnel quelconque peut 
se ramener à la forme d’une fraction doni les deux termes 
sont des trationnels entiers. Exemple : : 


(/: — V4 L = V3 — V2. 
| 3 75 ; 
Wÿ3 — V2 est le numérateur entier et 3 le dénomina- 
teur entier. Un rationnel entier est dit divisible par un 
deuxième irrationnel entier lorsqu'il existe un troisième 
irrationnel entier qui, multiplié par le deuxième, repro- 
duise le premier. 

Observation. Lorsqu'on élève un nombre irrationnel 
entier à une puissance positive, le résultat est un irra- 
tionnel entier; de même lorsqu'on combine deux irra- 


tionnels entiers par voie d’addition, soustraction et mul- 
uplication. 
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8. Ces définitions admises, le théorème 6 subsiste 
même lorsque les a sont des nombres rrationnels entiers. 
Toutefois, il faut encore démontrer quelorsque, par com- 
binaïsons de quatre opérations, on obtient des irration- 
nels qui, en se simplifiant, deviennent rationnels, ces 
simplifications n’amènent pas aux dénominateurs des fac- 
teurs premiers en nombre illimité. M. Heïine donne cette 
démonstration qui repose sur la classification abélienne 
des irrationnels; classification trop peu connue pour que 
nous puissions donner cette belle démonstration (*). 


ÉQUATIONS ALGÉBRIQUES. 
9. Soit 
RTS Y) =,0 


une équation algébrique en x, y; si les coeflicients sont 
irrationnels, on peut toujours la ramener à une autre 
équation où les coeflicients sont rationnels et entiers. L’é- 
quation peut alors se meitre sous la forme 


(1) F(esT) AG PP RAT PTE, 0 54 An_1 Y F Am Æ O0; 


les À sont des fonctions entières à coefficients entiers de 
x; soient A5, Aie. Am 1eS valeurs de ces diverses fonctions 
A en y faisant x = 0, valeurs qui sont des nombres en- 


tiers, ainsi : 
{2} F(0,r)= m7" Ha TH ae PT An PE m) 


l'équation (1) résolue par rapport à y, donne "717 racines, 
chacune fonction de x; supposons qu'une de ces racines, 
quenous désignons par y, puisse se développer suivant des 
puissances croissantes de x, à coeflicients rationnels, de 





(*) On trouvera cette classification dans la nouvelle édition de l’Afgèbre 


supérieure. 


ee 
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sorte que 


(3) = Co CT HO +.. Her +..., 


les c sont des nombres rationnels en nombre infini. 
10. Tuéorkme. Les dénominateurs des nombres c,, 


C1, etc., ne renferment qu'un nombre limité de diviseurs 


premiers. 
Démonstration. Faisons 


nous aurons 


JE Ces 
donc, d’après l'équation (2 
HE 4 à | 
(4) TAMOÏ— 4: Ce" + a, be, LE EUR ansrt où 
Substituant la valeur de y; dans l'équation (1), on à 


1%; VAE A; (és + C, x + + Ch Æ" + 5 A de \ 
+ A, (c, + CT +... On LH 7 


Î 
© 


An (o+ar +... + +.., A 
+ A, I 

comme c'est une identité, les coeflicientisdes puissances de 
æ doivent s’anéantir. Supposons 2 plus grand que le de- 
gré de x dans À, ; alors le coeflicient de x” renferme deux 
parties : 


, m—\ —2 . 
re parte. c, ma, C, + M — 1.4, Ch +... 2 4m_2Co + am | 


car À, ne fournit rien; 
2° partie. Les termes fournis par les divers À combi- 
nés avec les c depuis € jusqu'à c 


nt. 
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Supposons que le nombre premier p paraisse pour la 
première fois dans le dénominateur de c,,; la somme des 
deux parties devant être nulle, la deuxième parte ne peut 
pas renfermer p au dénominateur, car elle ne contient pas 
de €, ; il s'ensuit que p doit aussi disparaître dans la pre- 
mière partie , donc p doit diviser 


m—1i m—2? 
mac, + mMm — 1.4; c, NY AT PTE 


Or cette expression est la dérivée de l'équation (4). Si 
donc cette équation n’a pas de racines égales, la dérivée 
n'est pas nulle et a une valeur finie; donc tous les fac- 
teurs premiers qu’on rencontre dans les dénominateurs 
à partir de c,, divisent une même expression finie. [ls 
sont donc en nombre /ämité. I faut y joindre les divi- 
seurs qui sont fournis par les dénominaieurs qui précè- 
dent ec, et qui sont évidemment en nombre limité; donc 
les dénominateurs en nombre infini cs, €, etc., étant 
simplifiés, ne renferment qu’un nombre limité de facteurs 
premiers. dé dr C7 O: SFA 

Eisenstein dit que, lorsque l'équation (4) a des racines 
égales , le développement en séries suivant des puissances 
croissantes de x est impossible. M. Heïne fait voir que 
cette assertion n’est pas exacte et que le théorème subsiste 
encore lorsque l'équation (4) a des racines égales. 

14. Il s'ensuit que toute série ordonnée suivant les 
puissances croissantes de x qui renferme dans les dénomi- 
naieurs un nombre indéfini de facteurs prenriers , ne sau- 
rait être ni le développement d’une fonction algébrique, 
ni même la racine d’une équation algébrique; or, log x, 
arc tang x, sin æ, e", etc., se développent en séries, où 
les dénominaieurs renferment un nombre illimité de fac- 
teurs premiers ; done ces fonctions ne sont ni algébriques , 
ni racines d’une foncuüon algébrique. 


(AD) 
Remarque. Une mort prématurée a empêché Eisenstein 
de donner la démonstration de ces importants théorèmes, 
surtout en ce qui concerne les équations. 
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RAPPORT DU DIAMÈTRE À LA CIRCONFÉRENCE, 
D'APRÈS PTOLÉÈMÉE. 


Ptolémée divise la circonférence en 360 degrés, chaque 
degré en 60 minutes, etc. Il divise de même le rayon 
égal à l'unité en 60 parties égales ; chacune de ces parties 
en 60 nommées aussi minutes, etc., et il trouve que la 

; : s à 2% 2 5o 
| corde de l’arc d’un degré est égale à FRE TRUE du 
rayon, ou 1° 2° 50°”, et si nous admettons que cet arc ne 
diflère pas sensiblement de sa corde , Larc de 60 degrés a 


2 5o \ 
done pour longueur 1 pat Go du rayon, ou bien 


1° 2/50” du rayon. Donc la demi-circonférence de rayon 
x ou bien la circonférence entière de diamètre 1 est 
8 30 
SA LE ee OÙ 9: 07;00! 
6o 60° PRE 
ou bien 


822 3 41066... ; 


LDO 
tel est le x de Ptolémée, 


317 _ 337 _ 395 +22 
120 _:120 113+ 7 


On obtient donc le rapport de Ptolémée en ajoutant terme 
à terme le rapport d’Archimède à celui d’Adrien Metius : 
le rapport de Ptolémée est compris entre eux. 
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Mais Ptolémée ne s'occupe pas de x; son but est de 
calculer une Table des cordes qu’il donne, en procédant 


par demi-degré, depuis 30 minutes jusqu'à 180 degrés ; 


il y ajoute une Table des trentièmes des différences suc- 
cessives entre les cordes, A cet effet, il calcule d’abord, 
- par la construction connue; les côtés du décagone et du 
pentagone : 


torde de 36° 


] 


37 4" C1: 


110°.32':0 +50: 


} 
j 


corde de FDP 


puis il établit le théorème connu sur la relation entre les 
diagonales et les côtés du quadrilatère inscrit, et part 
de ce théorème pour trouver d’abord la corde de la dif- 
férence, et ensuite la corde de la somme des deux arcs 
dont on connaît les cordes respectives et aussi pour cal- 
culer la corde de la moitié d’un arc. Ainsi, au moyen 
de la corde de 72 et de 60 degrés, il trouvela corde r 2 de- 
grés, et, de là, par des bissections successives, il parvient 
à trouver 
corde:1°, 3011234019; 
c'est-à-dire 


(a Se OU Et 
RS Go: rayon ; ” 


À 


puis il démontre que, lorsque l'arc à est plus grand que 
l'arc a, on a l'inégalité 


corde à b 


9 
corde & a 
et il a besoin de ce théorème pour trouvér par approxima- 


. . I AE Es 
tion la corde de 30 minuies où ë degré; il procède ainsi : 


la corde de 45" — = corde 1° 30° -— corde f de degré — 0° 478". 


Â 


mind £é 


ER PT 


ES  ACRIR CIFe 
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Or 
[a 
corde — 
"ù o 
co corde 1 Re 
corde 1° 2 RUE 
corde 7 
donc ‘ 
A 0 


4 
, o F d 
COrde Je 3 corde 7 , 


2 3 
corde de 1° >> = corde — ; 
ces deux limites étant égales jusqu'aux secondes, on à 
sensiblement 


ù 2 \ 


5o 
D'émsenr OU 1 ES PRÈS Ps 
COURS 1 2000 (Ge Got Go) rayon. 


Connaissant la corde de 1 degré, il calcule celle de 30 mi- 
nutes, et ensuite la Table des cordes qui procède par 


‘30 minutes. 


(Composition mathématique de Craune Prorèmée. Tra- 
duction de Halma ,'t. E, liv. r, p. 36.) 
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QUESTIONS BU SENATE-HOUSE, 
Jniversité de Cambridge 


(voir p. 192) 





Les examens durent huit jours; les questions des irois 
premiers jours sont plus faciles que celles des cinq der- 
niers jours ; ce qui partage les questions en deux parties. 
La premitre catégorie roule sur Euclide, algèbre, la 
irigonométrie, les sections coniques, la statique, fa dy- 


ES 
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namique, etc., Veivton, hydrostatique, optique, astro- 
nomie. La seconde catégorie se compose de questions sur 
Euclide, algèbre, trigonométrie plane, trigonométrie 
sphérique, théorie des équations, géométrie à deux di- 
mensions, calcul différentiel, calcul intégral, géométrie 
à trois dimensions, équations différentielles, intégrales 
définies, calculs aux différences finies, statique, dyna- 
mique d’une molécule, dynamique des solides, hydrosta- 
tique, hydrodynamique, optique géométrique, astrono- 
mie, mouvement troublé, attractions, optique physique, 
calcul des variations. Nous publierons les principales 
questions proposées depuis 1848, et qui font un singulier 
contraste avec la nugatoria res de certains examens. Les 
questions intitulées Æuclide sont des problèmes de géo- 
métrie résolus par la méthode des Ælementa, et celles 
qui sont intitulées Newton sont des problèmes de dyna- 
mique résolus par la méthode des Principia. Car de l’autre 
côté de la Manche on s'applique avec raison à entretenir 
la culture de la géométrie pure aussi bien que celle de l’a- 
nalyse pure. Que veut-on nous fairecultiver de ce côté-c1? 
L’arithmétique du banquier, la géométrie du propriétaire, 
la mécanique du maître de forges et l’algèbre de personne, 
car l’art cossique, que nos ancètres ont acclamé avec un 
enthousiasme lyrique, n’est qu'une rèverie inutile pou- 
vant accoutumer l'esprit à s'intéresser à des idées abs- 
traites; accoutumance dangereuse. Les idées concrètes, 
pratiques, séules sont utiles, profitables , rapportent, et 
Horace nous dit : 


St res sola potest facere et servare beatum , 
Hoc prumus repelas OPUS , hoc postremus omittas, 


(Epist. I, vr, 47.) 
C’est le pivot du système pédagogique utilitaire. 


0 
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TEMPS EMPLOYE PAR UN CALCULATEUR EXERCÉ POUR FAIRE 
DIVERSES OPÉRATIONS ARITHMÉTIQUES. 





ADDITION. 
Écriture et calcul. Preuve. Total. 
Deux nombres, chacun de trois chiffres. ...... LH SH 15° 
Deux nombres, chacun de sept chiffres. ...... 247 1 29” 
Dix nombres de deux à quatre chiffres chacun . 1’ 41” 39 RATE 
Dix nombres, chacun de douze chiffres. ...... 420 eut LTD ET" 
Vingt nombres, chacun de deux à quatre chiffres. 1/42” 26! din 07 


Seize nombres, chacun de un à cinq chiffres et 


accompagnés de petites fractions........... AUTO RDA" 
SOUSTRACTION. 

Deux nombres, chacun de trois à sept chiffres. . 13° 9” 16” 
- Deux nombres, chacun de quatorze chiffres. .. 48" 9” QuA 
MULTIPLICATION. 

Trois chiffres par deux chiffres. .............. 190 4” Ho 
Sept chiffres par un chiffre. .... DE RENE A 24 6” 20” 
Cinq chiffres par deux chiffres........,....., 36” 15° HE 
Cinq chiffres par quatre chiffres. .,.,........ 1’ 2H L 270 
Sept chiffres par quatre chiffres. ..,...... LAON OO ! 40%pe.2/115" 
Huit chiffres par cinq chiffres. ........ RP NAT AT 20 421907 
Sept chiffres par six chiffres..,.,.,,,. te PATES OL Te M DOUSRAOTT 
Huit chiffres par sept chiffres. .....,..., .. HOT PU 2 4 DOM OT 20" 


Ann. de Mathémat., t XI. (Juillet 1954.) 17 
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DIVISION. 
Écriture et caleul.. Preuve.:-Total. 

Dividende, trois chiffres ; diviseur, deux chiffres. 18” 6" 24" 
trois un 10° 4 20” 
cinq quatre 42” cs nc à | 
cinq deux 44" LOUE 
buit cinq Rasta if FAR TE le à 
onze SIX 2° 10” LATE LRO 
quatorze huit 7/10" 6261 13044" 
quatorze Six 


Exemple : 26 038 479633 168 par 517 245.4 52440" SO CAMETIERS 


Ces nombres sont extraits d’un ouvrage allemand con-- 
tenant la description d’une machine à calculer, inventée 
en 1786 par un nommé Muller, capitaine du génie en 
Hesse-Darmstadt : ce sont des moyennes obtenues sur 
plusieurs calculateurs exercés et sur un grand nombre 
d'exemples. Pour de petits nombres, la plume est plus 
expéditive qu’une machine; mais pour de grands nombres, 
c’est l'inverse. L’arithmomètre de M. Thomas, de Col- 
mar, tel qu’il vient de le perfectionner, est bien l’instru- 
ment le plus ingénieux, le plus commode et le plus por- 
tatif qu'on connaisse en ce genre. Îl est d'une grande uti- 
lité pour opérer sur des nombres qui dépassent les bornes 
des Tables logarithmiques et surtout pour vérifier toute 
opération sur de grands nombres ; d’ailleurs, les additions 
et les soustractions ne peuvent se faire par les Tables de 
logarithmes. Leibnitz a recherché une telle machine toute 
sa vie, et y a dépensé plus de vingt-quaire mille écus. 

Les agents inorganiques possèdent l'immense avantage 
de ne pas se fatiguer. | 


L’arithmomètre opère la multiplication de 8 chiffres 
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par 5 chiffres en 18 secondes, et la division de 16 chiffres 
par 8 chiffres en 24 secondes. 
La description et le dessin détaillé de la machine se 
trouvent dans le Bulletin de la Société d Æncour 
ment, année 181, page 355 


_ La machine de Ar est Accatre dans les Miscellanea 
Berolinensis, 1710. 
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NOTE SUR UN PROBLÈME D'APPLICATION DE L'ANALYSE À LA 
GÉOMÉTRIE : 
Par M. DIEU. 














On demande souvent de déterminer le lieu séométrique 
des pieds des perpendiculaires abaissées d’un point sur 
les tangentes à une courbe, et même, il y a quelques 
années , On proposait des cas particuliers assez compliqués 
dans fé examens pour | École Polytechnique; cette ques- 
tion conduit à une autre qui en est une sorte de réci- 
proque, savoir : Quelle est la courbe telle, que le lieu 
géométrique des pieds des perpendiculaires abaissées 
d'un point donné sur les tangentes soit une courbe 
donnée ? 

On peut résoudre ce problème de deux manières, soit 
en n’employant que les principes du calcul différentiel 


(dérivées), soit en faisant usage de ceux du calcul intégral. 


1°. Soient À la courbe donnée et P le pointdonné. Tirons 
PMde P à un point quelconque M de la courbe À, etélevons 
à PM, par le point M, une perpendiculaire L; on peut 
considérer L comme une droite qui se déplace sur le 
plan, en même temps que M glisse sur la courbe A , avec 
les deux conditions de passer toujours en M et d’ être per- 
pendiculaire à PM; or, on voit facilement ainsi que la 
courbe cherchée X est l’enveloppe de la droite L. 


17. 


{ 2:00 } 

Il résulte de ce raisonnement que , si l’on est parvenu 
à la courbe À en résolvant le problème d’abord cité, par 
rapport à une certaine courbe B et au point P, la solution 
du problème inverse sera la courbe B; car un même sys- 
ième de droites ne saurait avoir deux enveloppes diffé- 
rentes. Par exemple, lorsque À est une droite, X sera 
une parabole que cette droite touchera en son sommet, 
et le point P sera le foyer. Lorsque A est une circonfé- 
rence, X sera une conique concentrique à cetle circon- 
férence, dont le point P sera un des foyers et dont l’axe 
focal sera égal au diamètre de la circonférence (ellipse, si 
P est intérieur à la circonférence À ; hyperbole, si P est 
extérieur ). 

2°, Soient encore 
(1) F(E,n)= 0 
l'équation de À ; «, B les coordonnées de P , et x, y celles 
du point de la courbe demandée X correspondant au 
point (£, n) de À. 

LEONE LVIBUREE 2 doivent satisfaire respectivement 
à l'équation (1) ainsi qu'aux équations 
(2) n—y—7'(E—x)=0, J'(n—B)+E—e—0, 
qui, en regardant Ë, comme des coordonnées courantes, 
représentent la tangente menée à X au point (x, y), et la 
perpendiculaire abaïssée de P sur cette tangente. Donc 
la courbe X doit satisfaire à l’équation'différentielle du 
premier ordre 
(3) DÉLITS 
que l’on obtiendra par lPélimination de £, n entre les 
trois précédentes, et cette courbe n’est d’ailleurs analy- 
tiquement astreinte qu'à cétte seule condition. 

Lorsqu'on aura été conduit à l'équation (1) par le pro- 
blème direct, dont l’énencé a d’abord été rappelé, par 





RU 
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rapport au point P et à une certaine courbe B, l'équation 
de cette courbe sera toujours une solution singulière de 
l'équation (3), et l'intégrale générale sera l'équation des 
tangentes dans laquelle il n’entre d’autre paramètre arbi- 
traire que le coeflicient angulaire. En effet, ces deux 
équations doivent satisfaire à l'équation (3), car la 
courbe B et ses tangentes possèdent la propriété géomé- 
trique que l'équation (3) exprime, et l'équation des tan- 
gentes, qui contient une arbitraire (le coefficient angu- 
laire), est l'intégrale générale, tandis que l'équation 
de B, qui ne contient pas d’arbitraire et ne peut se dé- 
duire de celle des tangentes, en attribuant une valeur par- 
ticulière au coeflicient angulaire, est une solution parti- 
culière. 

Enfin, même quand l'équation {1) est donnée à priori, 
il résulte des principes connus qu'il y à des lignes dont 
l'équation est l'intégrale générale de l'équation (3). Or, 
si ces lignes étaient des courbes, l'équation des tangentes, 
dans laquelle se trouverait nécessairement la même arbi- 
traire que dans l’équation de ces courbes, outre le coef- 
ficient angulaire qui est tout à fait indépendant de cet ar- 
bitraire, satisferait aussi à l'équation (3); maïs cela est 
absurde, car l'équation la plus générale qui puisse satis- 
faire à une équation diflérentielle du premier ordre ne 
doit contenir qu'une seule arbitraire; donc l'intégrale 
générale de l'équation (3) sera toujours de la forme 


(4) TJ = x +0), 


d {à) élant une fonction qui dépendra de la nature 
de À, et l’on aura l'équation de X par l'élimination de 
À entre cette équation et 


z+4(1)=o, 


d'après la théorie des solutions singulières. 
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APPLICATIONS. 


Ï. La ligne A est une droite. En prenant cette droite 
pour axe des y et la perpendiculaire abaïssée du point P 
pour axe dés x, on trouve facilement que l'équation (3) 
est, dans ce cas, 





x3— Yy +u—o. 
Si l’on pose 
at polo SLR 


il vient, en substituant, 


œ 
HN m0; d’où HET 


par conséquent, l'intégrale générale est 


œ 
ne | 


 — x 
J LRART 


tes . À À œ 
et l'élimination de À entre cette équation et x — = = © 


)2 
donne 


PA ar: 


II. La courbe À est une circonférence. En prenant 
pour axe des x la droite menée du centre au point P, et 
pour axe des y la perpendiculaire élevée à cette droite 
par le centre, l’équation (3) est 

(æ—R)7?—2xyy +y —R +a—0, 


R désignant le rayon de la circonférence. Si l'on pose, 
de mème que ci-dessus, 


J—=Èz+p, 


il vient, en substituant puis en résolvant par rapport à 4, 





be — + VRE RTE 





(203) 
de sorte que l'intégrale générale est 
y =) + VRY+R— «7; 
et l'élimination de À entre cette équation et 


R’1 
TL —’“ OO DRE RRS PRE ——— O0, 


RIX ER — 0 





donne 
R°7° + (R° — L'ies R'(R'— “an 


HIT. La courbe À est une parabole dont le point P est 
le sommet. En prenant pour axes des x et des y l’axe de 
la parabole et la tangente au sommet, il faut éliminer Ë, 
n entre les équations 


d—2p£—0, n—J'E=y—-xy", JnHFÉTO, 
pour avoir Péquation (3) qui est 
2p}®+(2p—x)Y'+Y =. 


On obtient facilement l'intégrale générale de cette équa- 
tion, savoir 


j=Àx—2pi(i + X), 


et la solution singulière 


LS 





2 
nr ol 
soit de la manière indiquée pour les exemples précédents, 
soit par le procédé de la différentiation (l équation dont 
il s’agit rentre dans le type connu sous le nom d'équation 
de Clairaut). 

Pour la développée de la parabole dont le paramètre 
est double de celui de la parabole À et qui a le même 


sommet, ainsi que le même axe, on trouve 
2 2 
Y=——— (X —2p}; 
3 V3p 
donc, pour x—=X,ona 
p: KE I 
MU 


cette relation fait parfaitement connaître la forme de X. 


Nota. Ces applications peuvent se faire tout aussi simplement par la 
première marche qui a été indiquée et qui n’exige que la connaissance des 
premiers principes du calcul différentiel ; mais il n’en est pas toujours ainsi. 





MÉLANGES. 


1. Un système de droites parallèles mis en perspective 
devient un faisceau convergent vers un point. Guido 
Ubaldi a le premier démontré didactiquement ce théo- 
rème fondamental dans cet ouvrage : Guidi Ubaldi e 
Marchionibus montis Perspectiva libri sex. Pisauri, apud 
Hieron. Concordam, MDC ; fol. 

La proposition est sur la page 28 du [°' livre. M. Pou- 
dra, chef d’escadron d'état-major en retraite, géomètre 
éminemment compétent et qui s'occupe d’un Traité his- 
iorique et didactique dela perspective (*), m’écrit : « L’ou- 
» vrage de G. Ubaldi est d’un savant géomètre qui a 
» envisagé son sujet sous toutes les formes; il est plus 
» complet et surtout plus savant que nos Traités mo- 
» dernes de perspective; il contient une méthode de 
» géométrie descriptive, et beaucoup de choses sont de 
» son invention. La dernière page contient un tracé des 
» échelles de perspective. Ainsi, Desargues n’en est pas 
» l'inventeur quoiqu'il en eût fait un très-grand usage. 
» Le VI et dernier livre, consacré à la perspective des 


eq SE RE RS SR NE ER ER Re 2801 


(*} La publication est à désirer dans l'intérêt de la science et de l'art: 
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» théâtres, est fort curieux. Il fait connaitre les moyens 
» employés par les artistes pour tracer les décorations. 
» Ce n’est pas de la perspective plane, maïs sur des plans 
» parallèles. C’est bien un commencement de perspective- 
» relief (*). Aïnsi, il indique le moyen de déterminer le 
» point de concours detoutesles droites perpendiculaires à 
» la toile; mais il s'arrête là. Ce qu'on peut reprocher à 
» cet auteur, comme à tous les savants de ce temps-là , 
» c'est d'être très-diffus, et ses vingt-trois méthodes pour 
» déterminer un point seraient considérées par les géo- 
» mètres modernes comme des futilités. » 

2. Les anciens ne connaissant pas la gravité, ne pou- 
vaient s’enquérir du centre de gravité. Ils ne parlent 
réellement que du centre du poids (c'est à tort qu'on 
traduit ce mot par gravité), point qu’il faut soutenir pour 
que le corps ne tombe pas. C’est la définition de Pappus : 
Dicimus autem centrum gravitatis uniuscujusque cor- 
ports esse punctum quoddam intra positin a quo st grave 
dependens. mente concipiatur dum fertur quiescerit 
et servat eam quamquam in principio habebat positio- 
nem neque in ipsa latione circumvertitur (lib. VII, 
page 449; Bononiæ , 1660). 

M. Libri dit que c’est Léonard de Vinci qui, le pre- 
mier, a déterminé le centre de gravité de la pyramide 
(ist. des Math. en Italie, tome III, page 36); mais 
l’auteur attribue tant de découvertes à l’illustre artiste, 
qu'on ne sait trop à quoi s’en tenir. Il faudrait contrôler 
les manuscrits de de Vinci qui sont écrits, chose bi- 
zarre , de droite à gauche comme chez les Orientaux de 
race sémitique (Ouv. cité, tome IIT, page 36). Frédéric 
Commandin, le célèbre traducteur, est le premier qui 





(*) Voir un Rapport de M. Chasles dans les Comptes rendus, 1853, 2M€$e- 
mestre, page 880 ; exposition savamment lucide de la perspective-relief, 
objet principal de l’ouvrage de M. Poudra. 
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ait écritex professo sur le centre de gravité des solides , 
dans son ouvrage : De centro gravitaitis solidorum. 

3. On lit dans le mi° cahier du tome XLV, page 239 
(1853), du Journal de M. Crelle, un Mémoire sur la 
cubature des solides trapézoïdaux. Les formules et les 
raisonnements sont identiques aux formuleset aux raison- 
nements de M. Finck ({ Nouvelles Annales, tome VIT, 
page 2413; 1848). 

4. Pour expliquer la possibilité d'un rapport fini 


entre quantités infinitésimales , on se sert d’une droite in- 
serite dans un triangle parallèlement à un côté (Nouvelles 
Annales, tome XIT, page 295). Un érudit géomètre, qui 
a voulu garder l’anonyme, fait observer que ce moyen a 
déjà été indiqué par le célèbre d’Antony dans le deuxième 
volume de son Cours de Mathématiques publié en italien 
en 1779, à l’usage de l'École d’arüllerie de Turin. Le 
mème érudit ajoute que le système de compensations d’er- 
reurs proposé par Carnot pour expliquer la théorie dif- 
férentielle, est énoncé formellement dans une Note de 
Lagrange annexée à un Mémoire du père Gerdil, qu'on 
trouve dans le volume des Mélanges de Turin, 1760- 
1961. I] paraît que l’illustre analyste ne tenait pas beau- 
coup à cette idée, car il n’en dit rien dans ses Fonctions 
analytiques, wi dans ses autres ouvrages. 

B. Décrivant deux cercles égaux ayant pour centre les 
foyers d'une ellipse, prenant successivement la polaire 
réciproque de lellipse par rapport à ces deux cercles di- 
recteurs, on obtient encore deux cercles égaux, symé- 
iriques par rapport au centre de Pellipse. Par une demi- 
révolution de l’un de ces derniers cércles autour de ce 
centre, il viendra s'appliquer sur l’autre cercle, et, au 
moyen de cette opération, on peut transporter des pro- 
priétés métriques de l’ellipse dans le cercle, et vice versd. 
Exemples : la somme des rayons vecteurs est constante 


sh ehi  URE 
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dans l’ellipse; à cette propriété métrique correspond, 
par le procédé indiqué, cette autre propriété dans le 
cercle : si par un point fixe pris dans le plan du cercle, 
on mène une corde quelconque, la somme des distances 
inverses du point fixe aux deux tangentes menées par les 
extrémités de la corde est constante. Les angles inscrits 
dans le mème segment de cercle sont égaux; la propriété 
correspondante dans l’ellipse est que les deux tangentes 
menées parle mème point sont également inclinées sur les 
rayons vecteurs qui passent par ce point; théorème de 
M. Poncelet: c’est M. Mannheim, lieutenant d’artillerie, 
qui propose ce moyen euristique. 

6. Mohammed-ben-Moussa-Alkharesmi, célèbre mathé- 
maticien arabe (+ 812), était de la province de Käresm, 
écrit en perse et en arabe Khoväresm, mais prononcé 
Khâresm. M. Regnaud, le célèbre arabiste, croit que c’est 
là l’origine du mot algorisme devenu algorithme. (Nou- 
velles Annales, tome V, page 557.) 

7. Le célèbre inventeur des logarithmes à commence 
sa carrière par où Newton a fini la sienne. L'ouvrage 
suivant : Æxplication claire de tous les secrets de l'AÆpo- 
calypse ou Révélation de saint Jean, mise en français 
par George Thompson, la Rochelle, 1602, in-4°, est 
une traduction de l’ouvrage anglais de Napier. Newton 
et Napier voient le pape dans l’Antechrist; nés sur les 
bords du Tibre, ils y auraient vu Luther ou Calvin. 

Une excentricité analogue est encore offerte par un 
autre homme de génie , par le célèbre Stifel, moine Au- 
gustin, devenu ministre luthérien (voir Nouvelles Anna- 
les, tome V, page 494). Le nombre 1260 se rencontre 
deux fois dans l’Apocalypse (xr, 3; xu1, 6); Stiffel écrit 
les 27 premiers nombres triangulaires à commencer par 
1 et à finir par 276, successivement au-dessus des 27 
lettres de l'alphabet, rangées en ordre, les lettres 7 et u 
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sont omises. Ensuite, il compose cette phrase: vae wbi 
papa vae tibi, I remplace chaque lettre par le nombre 
triangulaire correspondant; la somme se monte exacte- 
ment à 1260 (*). De telles aberrations, chez de telles in- 
telligences, doivent nous disposer à l’indulgence pour les 
aberratiens d'hommes ordinaires, telles que nous en 
voyons de nos jours. On a dit que les tables parlantes 
pouvaient constituer des relations avec l’enfer, dites avec 
Charenton. 

8. Chaire Lucasicnne. Les statuts de cette chaire, fon- 
dée au collége de la Trinité à Cambridge , par le chevalier 
Lucas, sont du r9 décembre 1663, et ont été approuvés 
par CharlesIlle 8 janvier 1664. Newton futnommé profes- 
seur Lucasien le 29 octobre 1669, à l’âge de vingt-septans. 
Le professeur est tenu de donner par semaine une lecon 
d'environ uneheure ; en outre, il esttenu, deux jours par 
semaine, de laisser libre accès dans son cabinet pendant 
deux heures à ceux qui viennent le consulter, et de donner 
les réponses de bon cœur: « Per duas horas..… omnibus 
illum consultaris vacare, liberumadeuntibus aperto cubi- 
culo accessum præbere, circa propositas ipsiquæstiones et 
difficultates haud gravate respondere. » Les deux jours 
sont réduits à un seul pendantles vacances si le professeur 
est en résidence. 

Ces dispositions réglementaires, quandil s’agit du haut 
enseignement, me semblent souvent plus utiles, plus 
importantes que le cours même, et devraient être adoptées 
dans les Facultés et surtout au Collége de France. : . 

9. M. Genocchi cite M. Ménabréa (tome XII, 


page 265). C’est à propos d’un Mémoire que ce savant a 





(*) I prenait un bain et faisait calculer son domestique: il sortit tout 
nu pour vérifier le résultat, et l’ayant trouvé juste, il se livra à des accès 
de joie dignes de cette folie, 
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publié à Turin en 1844; ce Mémoire a pour titre : Meé- 
motre sur la série de Lagrange, par L.-F. Ménabréa, 
capitaine du génie militaire, il est extrait des Mémoires 
de l'Académie des Sciences de Turin, tome VII, série 2. 
Je dois ce renseignement à M. l'abbé Lecointe. 

10. Dans les Archives de Mathématiques de M. Gru- 
nert (tome XVI, pages 67; 1851), M.J. Dienger, pro- 
fesseur de l’École Polytechnique de Carlsruhe, donne 
des démonstrations très-simples, claires et rigoureuses des 
théorèmes d’addition des fonctions abéliennes ; démons- 
trations suivies d'applications aux fonctions elliptiques. 
Nous donnerons ces démonstrations, si les abonnés en 
témoignent le désir. 

DT. de proi me orû wai nivo y yir : Donne-moi où je puisse 
rester, et Je meus la terre. Parole d’Archimède citée par 
Pappus, dans ses chapitres sur la mécanique. 


12. Dans une Note à l’article Rawus ( Biographie 
Michaud), page 63, le consciencieux et érudit M. Weiss 
nous apprend que. Guillaume de Bonheim, écrivain con- 
temporain, cité par Freytag (Ædparatus litterarius, p.51), 
dit que Charpentier fut non-seulement étranger au meur- 
tre de Ramus, mais qu’il témoigna la plus vive douleur en 
apprenant la mort d’un si grand homme, l’ornement de 
l’Université. Nousaimons à pouvoir effacerune imputation 
répétée par tant d'historiens (voir tome XIT, page 293, 
note). 

15. Alkhayyami est mort en 517 de l’hégire, ce qui 
correspond à l’année 1123, d’après ce que rapporte 
M. Sédillot, dans ses prolégomènes des Tables d’Oloug- 
Beg, page 244 ( Nouvelles Annales, pages 152 et 196). 

14. On lit (Nouvelles Annales , tome XIIT, page 158): 
il ya autant de décompositions (en sommes de deux car- 
rés) pour un nombre 7 que pour son double. On a adressé 
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l’objection suivante 
8450 = 13? + 91° = 23° + 89°= 35° + 85° 
— 47° À. 70? _” 65° Ee 65° 
en tout cinq décompositions; tandis que pour la moitié, 
on n’a que ces quatre décompositions 


4225 = 16° + 63° — 25° + 6o°— 33° + 56? — 39° + 52"; 





mais on à OMIS 
4225 = 0? + 65°. 

15. M. Parion (Faubourg-Saint-Denis, 69), indique 
sur une page lithographiée le moyen suivant pour faciliter 
l'addition de longues colonnes de chiffres; quand on a 
atteint 20, on fait un point au crayon, afin de pouvoir 
l'effacer ; puis, on continue l’addition, en ajoutant seule- 
ment l’excédant du nombre 20; ensuite, on ajoute à la 
colonne suivante un nombre double de celui des points 
ainsi marqués. Si la colonne a 3% chifires, le nombre 
maximum des points est 7. 





SOLUTION DE LA QUESTION 255 


(voir t. XI, p. 314); 


Par M. E. COMBESCURE, 


Professeur (New-York). 





Si l’on substitue dans l’équation polaire d’une droite 
r? au lieu du rayon vecteur 7, et 26 au lieu de l'angle po- 
lairé w , on obtient l'équation d’une hyperbole équilatère. 


D'une manière analogue, en substituant ÿ— 1 (tangir)? 


pour tang +7 et 26 pour w, dans l'équation polaire sphé- 
rique d’un grand cercle, et en changeant les constantes 
de manière que les imaginaires disparaissent, on tombera 
sur l'équation d’une hyperbole sphérique. (Srresor.) 
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L'hyperbole équilatère sphérique peut être considérée 
comme l'intersection de la sphère 
MER PEN TT IENU , 
et de l’hyperboloïde 


1+z—a(x — 7); 


son équation entre le vecteur sphérique r et la longitude w 
sera donc 


L'équation générale de la circonférence d’un grand cercle 
est, dans le même système de coordonnées, | 


cotr = À cos(o— a), 
ou 


te A COS ( — a ). 


pour lang +7, cette 


1 
2 


En Y substituant es 1 tang” 
équation devient 


1 + lang'<r 
— À cos (20 — x), 





NUE tang? 7 
où l’on a remplacé aussi par 20. Or, 


à I DA COSA 
LANG — 7 — ———; 
2, 10 COS 


et, conséquemment, 


(1 — cos r)? + (1 + cos r)2 


ue — À cos (260 — « 
21 (1 + cos r)(1— cos7r) F hi 


ou 
1 + cos’ r — 
——— — À —— 1 COS (20 — x) 
sin? 7 V Re 
Mettant a pour À ÿ— 5, et supposant nulle la constante æ, 
on retombe sur l'équation de l’hyperbole équilatère sphé- 
rique, ainsi qu'il était proposé de le vérifier. 





ho 9 


TABLES DES VALEURS DE A0”. 








A" o" est la valeur A" x" en y faisant x =; 


fix+i)—/f(x)= Af(x), 
et l’on a 
ñn n(n—2) 
A OM = np" — — Je m PARVEST —9}m 
oO n (2 1} + sa (n 5) 
nin—1){n—2) 

Pa OS ee de.» 

1.2.3 Fe je 


(Lacroix, Calcul des différ., n° 86.) 





Comme ces valeurs reviennent très-souvent dans le calcul 
aux différences finies (maintenant employé dans la réso- 
lution numérique des équations), nous croyons utile de 
donnerla Table suivante consignée (page 9) dans cet excel- 
lent ouvrage : 4 collection of examples of the appli- 
cations of the calculus of finite differences, by J.-F.-W. 
Herschel; Cambridge , 1820, in-8° de 42 pages. 





1022! 55980|818520 [5103000 |16435440| 29635200| 30240000 | 16329600 | 3628800 








( 279 } 


On a 
MORE LAS 7: 
At oti = 1 2:3 ñn +1 m7, 
. —— . - .. . s 
2 
3722+ 7 
M rom +1 NN A NRC 
24 
n° + nr 
Ar, ot — AND ENS PE EEE EN 
s192+ 3on+bnr'—0n 


or 23. 272 CEA 


5760 
(Lacroix, Cal. diff., p. 861, 946); 


lorsque # est très-grand, on a les valeurs approchées 





e 
_ 5 n 
Fa DE V Noir Ê ; 
D € 
: Var 2/n\' 
ArROUT sn?|—}]; 
8 e 


13 R 
en PL, 
lis (2) 

49 


A la fin de l’ouvrage, on trouve £xamples of the solu- 
tions of fonctional equations, by Charles Babbage; c’est 
le célèbre inventeur de la machine mathématique la plus 
universelle, la plus prodigieuse qu’on ait jamais ima- 
ginée; elle calcule une série quelconque dont on con- 
naît la loi par différences. 

Sir John Herschel est le célèbre astronome auteur de 
l’article Lumière dans l'Encyclopédie métropolitaine , 
directeur de la Monnaie, poste occupé jadis par Newton. 
C’est un des esprits les plus vastes, un des caractères les 
plus beaux, les plus élevés que possède l'Angleterre. L’ou- 
vrage cité ci-dessus est extrêmement instructif pour 


Ann. de Mathémat., t. XILI. (Juillet. 1854.) 18 
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s’exercer au calcul par différence, direct et inverse. Ce 
sir John Herschel est le fils illustre de l’illustre William 
Herschel Uranus. Rappelons, en passant, que la première 
idée de Herschel, en découvrant sa planète, était de lui 
donner le nom de son bienfaiteur , le roi Georges : cet 
homme avait aussi du génie dans le cœur, 











ÉTUDE GÉOMÉTRIQUE . 


Sur Les courbes engendrées par le mouvement de repta- 
tion, pour servir d’éclaircissement à plusieurs passages 
des OEuvres de Jean Bernoulli. 


Par M. PROUHET, 
Professeur. 


Les OEuvres de J. Bernoulli (*) renferment plusieurs 
théorèmes d’une rare beauté, qui excitèrent dans le temps 
l'admiration de Leiïbnitz, mais qui, négligés, à ce qu'il 
parait, par leur propre inventeur, ne tardèrent pas à 
tomber dans un oubli presque complet (**). M. Terquem, 
à l’érudition duquel ils n'avaient pas échappé, m'ayant 
engagé à en rétablir la démonstration, j'ai cherché à re- 
construire la théorie mème du grand géomètre, à l’aide 
d'indications puisées dans ses OEuvres. Du reste, les pas- 
sages cités faisaient connaître le principe même de la mé- 
thode. Toute la difliculté résidait dans un lemme (IX) 
non énoncé par Bernoulli, mais qu’une étude attentive 
dela question ne pouvait manquer de faire découvrir. 





(*) Jonanxis BernouLzi Opera omnia. Lausannæ et Genevæ, 1742, t. 1, 


art. 26, 72, 74, 77 à 83. On peut aussi consulter le Leibnitii et Bernoulli 
€Commercium philosophicum et mathematicum. 


(oS' Bernoulli est mort en 1748, et son dernier article sur le mouve- 


eh EE 
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Une fois en possession de ce lemme, on arrive sans peine 
à une formule d’approximation très-élégante et dont la 
démonstration semblait exiger l'emploi d’une analyse plus 
relevée. 

Legendre (*) est, à notre connaissance, le seul auteur 
qui ait démontré les théorèmes de Bernoulli. Il arrive, 
en effet, par l'emploi des séries, à la formule d’approxima- 
tion dont nous venons de parler; mais son analyse nous 
paraît incomplète. En donnant deux valeurs approchées 
d’un arc de courbe, il n'indique nullement à quel carac- 
tère on reconnaîtra qu elles comprennent l’arc considéré. 
Là est peut-être le secret d’une sorte de paradoxe analy- 
que dont Legendre ne semble pas donner une explica- 
tion très-satisfaisante. 


N I. — Du mouvement de reptation en général. 


Définitions. 1. Lorsqu'une courbe B se meut parallè- 
lement à elle-même et de manière à être ioujours tan- 
gente à une courbe fixe À, on dit que B rampe sur À 
(fig. 1). 

2. Le lieu décrit par un point quelconque du plan de la 
courbe B est appelé reptoire (reptoria). 

3. La courbe mobile est dite ramper extérieurement 
ou intérieurement sur la courbe fixe, suivant que, dans le 
cours du mouvement, les deux courbes sont situées de 
part et d'autre de la tangente commune ou du même côté. 
Suivant que l’un ou l’autre cas a lieu, la reptoire engen- 
drée est dite extérieure ou intérieure. 

, 4. L’angle formé par les normales menées aux extré- 





ment de reptation (motus reptorius) est de 1709 ( Lettre à Leibnitz). Cette 
Lettre se termine par ces mots : Alia mirabiliora in aliam occasionem refero. 
Mais il n’a rien paru de ces choses plus admirables dans les OEuvres pu- 
bliées du vivant de l’auteur. 

(*) Théorie des Fonctions elliptiques, t. W, Appendice, 


16. 


( 276 ) 
mités d'un arc de courbe est nommé l'amplitude de cetarc. 

Le mot amplitude n’a pas ici la mème signification que 
dans la Théorie des Fonctions elliptiques. Nous nous en 
servirons toujours dans le sens que lui attribue Bernoulli, 
à moins que nous n'avertissions expressément du con- 
traire. Le point de rencontre des normales extrèmes se 
nommera le centre d'amplitude. * 

5. Dans le mouvement de reptauon, les divers points 
d’un arc de la courbe rampante sont amenés suCCESSiVe- 
ment au contact en divers points d’un arc d’égale ampli- 
tude de la courbe fixe. Ces deux ares sont appelés arcs 
générateurs de l'arc correspondant de la reptoire. 

Tuéorëme I. Dans tout mouvement de reptation, deux 
points quelconques du plan de la courbe mobile décrivent 
des reptoires égales et semblablement placées. 

Cela résulte immédiatement de ce que la longueur et 
l'orientation de la droite qui unit ces deux points ne 
changent pas dans tout le cours du mouvement. 

Téorème Il. La tangente en un point de la reptotre 
est parallèle à la tangente qui est actuellement com- 
mune aux deux courbes génératrices. 
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Puisque les reptoires engendrées par les divers points 
de la figure mobile sont égales et semblablement placées, 
considérons comme point décrivant le point de contact M 
des deux courbes À et B ( fig. 1). Je dis que la tan- 
gente à la reptoire en ce point n’est autre que MT, tan- 
sente actuellement commune aux deux courbes pro- 
posées. 

En effet, imaginons que le mouvement de reptation ait 
amené B en B’et M et M’. La droite MM, corde de la 
reptoire, rencontrera la courbe À en un point N, d'autant 
plus voisin de M que la courbe B aura été moins dérangée 
de sa position initiale, [Il suit de là que si l’on fait revenir 
B'en B, Met N arriveront en même temps en M, et que 
ML sera , à la limite , tangente à la courbe A et à la rep- 
toire. Elle se confondra donc avec MT,  c. @. Fr. ». 

Remarques [. Le point M et le point décrivant peuvent 
être considérés, pendant un temps infiniment petit, comme 
se mouvant sur deux droites parallèles et dans le même 
sens. [Il en résulte que : 


Un arc de la courbe fixe et l'arc correspondant de la 

reptoire ont leurs concavités tournées vers la méme 

LA . . : A] : - \ 
région du plan, par rapport à deux tangentes parallèles 
quelconques. 

Il suit de là que si les deux courbes génératrices sont 
convexes, la reptoire extérieure le sera également. 

IH. Dans le cas où la courbe mobile a un point d'in- 
flexion , il est visible que si le point de contact se mouvait 
dans un sens avant que le point d’inflexion ait été amené 
au contact, il se mouvra ensuite dans le sens opposé. La 
direction suivie par le point M devant aussi changer de 
sens (Rem. [}, il en résultera dans la reptoire un point 
de rebroussement de seconde espèce. 


HI. Une reptoire intérieure peut avoir des points de 
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rebroussément, lors même que les deux proposées n'ont 
aucune inflexion. Cela vient de ce que la courbe mobile, 
d’abord enveloppée par la courbe fixe dans une partie de 
son cours, l’enveloppe au contraire dans une autre. Mais 
ces diverses circonstances ne peuvent être bien étudiées 
que sur des exemples particuliers. 

IV. Un arc de reptoire a même amplitude que chacun 
des arcs générateurs. 

Taéorèue II. La reptoire engendrée par la courbe À 
rampant sur la courbe B, ne diffère que par la situation 
de la reptoire engendrée par B rampant sur A. 


Fig:2 





Supposons que les deux courbes aient une tangente 
commune en M. Soient MC et MD deux arcs d’égale 
amplitude pris de part ei d’autre du point M, le premier 
sur la courbe A, le second (fig. 2) sur la courbe B. Soit 
O le point décrivant. 

Si l’on fait ramper B sur À , D viendra en C, et le point 
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O viendra en O’, de telle sorte que OO sera égal et pa- 
rallèle à CD. 

Si l’on fait ramper À sur B, C viendra en D, et le point 
point O viendra en O”, de telle sorte que OO" sera égal 
et parallèle à CD. 

Il suit de là que les deux points O’ et O” sont symétri- 
ques par rapport au point O. Les deux reptoires engen- 
drées par le point O dans ces deux mouvements, ont donc 
leurs points symétriques deux à deux par rapport à la 
position initiale O; par suite, elles ne diffèrent que par la 
situation. 

Taéorime IV. Un arc de reptoire est égal à la somme 
ou à la différence de ses arcs générateurs suivant que la 
reptotre est extérieure ou intérieure. 

Prenons sur la courbe fixe À (fig. 2, cas d’une rep- 
toire extérieure) un arc infiniment petit Mc dans le 
sens du mouvement, et sur la courbe mobile, dans le sens 
contraire, un arc de même amplitude Md. Les deux 
arcs Mc et M d peuvent être considérés comme deux lignes 
droites ayant la même direction que la tangente commune 
en M. 

La courbe B s'étant déplacée infiniment peu jusqu’à ce 
que d vienne en c, le point décrivant O viendra en o ; 
par la nature du mouvement, oc sera égal et parallèle à 
Od, et la figure O ocd sera un parallélogramme. On aura 
donc Oo=Md+ Mc, ce qui démontre le théorème pour 
les éléments des trois courbes, et, par suite, pour des 
portions finies de ces courbes. 

Le cas d’une reptoire extérieure se traïterait d’une 
manière analogue. 

Soit do un arc infiniment petit de la reptoire, et ds, 
ds' les deux arcs générateurs. On aura 


de = dsÆE ds". 
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Mais ces trois arcs, ayant même amplitude, auront 
même angle de contingence dt. Donc 
ds ds’ 
RARE 


— ll — 


dr dr dr 


où 


p—= rire 


en appelant #, r, r’ les rayons de courbure des trois 
courbes, Ainsi : 


Le rayon du cercle osculateur en un point de la rep- 
toire est égal à la somme algébrique des rayons des 
cercles osculateurs des courbes génératrices aux points 
correspondants. 

D'où résulte ce corollaire : 

La longueur d’un arc pris sur la développée de la 
reptotre est égale à la somme algébrique des longueurs 
des arcs correspondants pris sur les développées des 
deux courbes génératrices. 


Lorsque deux courbes sont équidistantes, on peut con- 
sidérer l’une d'elles comme la reptoire engendrée par le 
centre d'un cercle qui ramperait extérieurement ou in- 
térieurement sur l’autre courbe. De là se déduisent fa- 
cilement les relations connues entre les arcs de deux 
courbes équidistantes (*). 

IV. S: l’on imagine qu'une droite de longueur déter- 
minée se meuve en touchant continuellement une courbe 
fixe, la somme algébrique des arcs décrits par ses ex- 
trémités sera égale à un arc de cercle ayant pour rayon 





(*) Breton (de Champ}, Nouvelles Annales, tome IL, page 442. Ce théo- 
rème était connu de Leibnitz et de Bernoulli, Voir le Commercium mathe- 
maticum, tome Il, page 152. 


D 
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la longueur de la tangente mobile, et pour amplitude 
l'angle formé par les deux positions extrémes de cette 
tangente. 

Car les extrémités de cette tangente décrivent deux dé- 
veloppantes de la courbe fixe, c’est-à-dire deux courbes 
équidistantes. 


Taéonème V. Soient À et B deux courbes ayant une 
tangente commune en O et leur concavité tournée dans 
le méme sens; OM, ON deux arcs variables d’égale am- 
plitude pris respectivement sur les deux courbes. Prenons 
le point OÔ pour origine d'un système de coordonnées 
rectilignes, et construisons le lieu R des points ayant 
pour coordonnées la somme des coordonnées de méme 
nom des points M et N : un arc quelconque de la courbe 
KR, compté à partir du point O, est égal à la somme des 
arcs correspondants des courbes À et B, et a méme am- 
plitude que chacun d'eux. 


Pig:3: 





Faisons ramper sur À la courbe C symétrique de B par 
rapport à l’origine, et prenons cette origine pour point 
décrivant, S étant le symétrique de N, la tangente menée 
à la courbe C par le point S sera parallèle à la tangente 
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menée à la courbe B par le point N, et, par suite, à la 
tangente menée à la courbe A par le point M. Donc le 
mouvement de reptation amènera le point S en M: ST, 
ordonnée du point S et égale (en valeur absolue) à NP, 
se placera en ST’ sur MQ prolongé, et TO = OP se 
placera en T” O’ sur une parallèle à OX. D'où résulte, en 


appelant OK et OK les coordonnées de O’, 


O'K—T'Q—T'S + MQ— NP + MQ, 
OK — OQ + QK — OQ + T’ 0’— OQ + OP. 


Le point O’ est donc un point du lieu que nous avons 
appelé R, mais, d’un autre côté, O'appartient à une rep- 
toire extérieure; donc 


arc O0’ — arc OM + arc ON, 


et, de plus, l'arc OO’ (2, IV) a même amplitude que 
les deux axes générateurs. 

Remarque. Plus généralement, s’, s/, s/', etc., soient 
des arcs de même amplitude ayant une origine et une 
tangente commune en O; (x', y’), (x”, y”) leurs ex- 
trémités; (x, y) un point quelconque d’une courbe s 
donnée par les équations 


x—=a'x + a" x" + a"x"+..., 


Y may 4 ay" M at PEL. As 
on aura 


| 7 IA LA 


be M ENT A DCS AUDE 


Ce théorème peut se démontrer au moyen du précé- 
dent, mais on peut encore l’établir par un calcul direct, 
ce qui n’est pas plus long et est préférable, attendu qu’on 
n'a pas besoin alors de supposer que a’, a/, etc., soient 
des nombres entiers. 


(La suite prochainement.) 


ae 
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SOLUTION DE LA QUESTION 180 


(voir t. VII, p. 157); 


Par M. COMBESCURE. 


Étant donnée la base d’un triangle curviligne formé 
par trois arcs de parabole ayant le même foyer, le lieu du 
sommet, lorsque l’angle fait par les deux côtés est con- 
stant, sera un ovale de Descartes. 


L'équation polaire d’une parabole est, entre les coor- 
données r et 0, issues du foyer, 


D 
PE 2 ————— 
1— cos (0 — e) 
p ete étant deux constantes arbitraires dont la significa- 
tion est très-connue. En faisant passer la parabole par le 
point (r;, 4), on aura 
1— COS (0, — €) sin?+(0,—e) 


Bo tedu TAEER 


Pour une deuxième parabole de même foyer et passant par 
un point (r;, 0), on aurait semblablement 

sin? 2 (0,— w) 

D ee 

sin? ee (8 = 1°) ) 
Ces deux équations prises ensemble déterminent les coor- 
données r, du sommet du triangle parabolique; mais il 
faut y joindre la condition relative à l'angle au sommet. 
Or p. et y étant les inclinaïsons respectives des deux para- 
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boles sur le rayon vecteur r, on a 


rd 0 d0 
tang pu = —— ee = = — cot=(0— 4), 


tang » = — cot = (8 — w); 


kR À ; 
d’où, en appelant à l'angle donné au sommet, 
À 1 
lang = — tang (u — ») = tang 3 (6 —w), €—0— A. 
En éliminant e entre les deux équations 
r sint(0—6) r _ sing (+ À —s) 
7 CNED (0): ra sine (0 ANSE 
on aura l’équation du lieu cherché entre r et 0, et il fau- 


dra se rappeler que, dans l’équation ainsi obtenue, Vr; , 


Vr; sont censés comporter le signe +. Ces équations don- 


nent d’abord 
= Es tan y L JRetir 
Vr + ri Sin(Olee) + sin 1 (0 — 9 6705 


Vr— Vr, Sint(Oi—e) —sin£(0—e) pet ce à me 
c We) 2 LS RE 
2 





ES tang +0 + A 
VAE te GIE 2 , | 


Vr— Vr— Vi ang (—) 








2 
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donc , en appelant # le premier membre et ayant égard aux 
équations précédentes, 


(ur Ve) (re Vr)+ (Vr Vi )(Vr + Ve) 


‘ XX tan ne ot 
4 
=(Vr+ Va) (VF Vr) rang 2 


— (Ur Vr) (Nr Vi) ang 








ce qui se réduit à 
sin — Lx r + | vr Sin — = (—A—0) — Vrasin = (0; + À — )| 


X Vr — Vr,Vr sin (9, — 0, — A) — 


ou, par une introduction facile de nouvelles constantes 


2 Va, b, à, 
r +2 Va sin=(9— a) ÿr—b=0; 
d'où 
VF= Va sin à (0— a) 24 /a in E(0 2) +, 
et, si l'on veut, | 


= ji 
Vr= Va sin 5021 / aan 20 + bi 





équation d’un ovale de Descartes. 


ne 


‘ 2SER 





PREMIÈRE QUESTION DE LEIBNIZ TRAITÉE PAR LE CALCUL 
DIFFÉRENTIEL. 


Une Lettre de Leibniz à Hugens, datée de Hanovre le 
26 janvier 1680, commence ainsi : 

« Voicy un exemple de ma méthode des touchantes. J'ay 
pris le premier qui me paroissoit également curieux et 
embarrassé d'irrationnelles, et vous jugerez bien que Je 
ne l’ay pas accommodé à ma méthode et que j’en aurois pu 
faire autant avec quelque autre. » 

Il parle ensuite d'un phosphore qu’il a inventé pour 
allumer du papier et de la poudre, espèce d’allumette chi- 
mique, et ensuite de la démonstration que donne Fermat 
de la loi de la réfraction, des pompes d’épuisement em- 
ployées au Harz, et il joint à cette Lettre cet écrit latin : 


Specimen utilitatis methodi novæ tangentium, sive de 
maximuis et IMENIMUS. 


La question peut s'énoncer ainsi : 
Soient À,B, C, D quatre points en ligne droite, et E 
un point tel, que l’on ait 


1 I 4 1 } 
FAT UERTOEE ED 74 
m est une longueur donnée; il s’agit de mener par le 
point E une tangente au lieu HO du point E. 
Voici sa construction : 
Concevons menée la tangente ET, rencontrant la droite 
AD au point T; abaissons la ai deadion Li EF sur la 


nn 


même droite AD ; il s’agit donc de trouver le rapport SE 
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On construit ces huit lignes : 











mm. EF m°.EF 
m.EF m'.EF 
RE ve pal 
m°.DE m°.CF 
T: AC "DE , Te a C à hi 
m°.BF n°, AF : 
HORDE 15 LRU THE à 


La différentiation de l'équation ci-dessus (page 286) 
Su | 
donne tout de suite = et cela quel que soit le nombre des 
T 


points À, B, C, etc., et quelle que soit la relation entre 
les distances EA, EB, EC, etc. C’est l'immense avantage 
du calcul différentiel, la plus importante création que 
l'on ait jamais faite et qu’il soit même possible d’imag:- 
ner dans le monde des quantités. 11 nous découvre l’es- 
sence embryonnaire des grandeurs; tandis que la puissance 
bornée du microscope met une limite aux investigations 
ovologiques des naturalistes, le géomètre dissèque le dx 
en une infinité de d°? x ; le d’x en une infinité de d° x, etc. 
et rien n arrête son scalpel (*). 
Le Spécimen se termine ainsi : 


Îanc solutionem paucis calculi linæis invenio, per 
methodos autem publicatas, quippe quibus irrationales 
tolli opus est, credo vix aliquot diebus inventum ri, et 
Jortasse ne vix quidem. Tollendo enim irrationales 
assurgetur ad altissimos gradus, quod non sine tædio 
fieri potest : el tamen postea cum valores aut consiruc- 








(*) C'est une tache indélébile pour notre enseignement secondaire de 
rejeter obstinément les conseils de d’Alembert , de Coriolis, et de repous— 
ser une locomotive intellectuelle la plus rapide qu’on connaisse. 
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tiones quærimus, cogemur aequationes inutiliter exal- 
tatæ iterum depressiones investigare, qui labor in æqua- 


tionibus decimum longe gradum excedentibus, qualis ista 
foret, sæpe immensus est (page 38). 


Dans une Lettre précédente de Hanovre, 8 septem- 


bre 1679, il écrit : 


« Jay laissé à Paris mon manuscrit de la quadrature 
arithmétique, afin de l’y faire imprimer un jour. Jay fort 
avancé depuis ces sortes de recherches, et je croy qu’on 
pourroit venir à bout de la pluspart des choses qui parois- 
soient jusqu icy au-dessus du calcul, par exemple les qua- 
dratures et methodus tangentium inversa, et les racines 
irrationnelles des équations, et l’arithmétique de Dio- 
phante; car j’ay des méthodes générales qui donnent la 
pluspart de ces choses d’une manière aussi déterminée que 
celle dont l’Algèbre ordinaire se sert pour arriver à une 
équation. Et je ne crains pas de dire qu'il y a moyen 
d'avancer l’Algèbre au delà de ce que Viète et Des-Cartes 
nous ont laissé, autant que Viète et Des-Cartes ont passéles 
anciens. Mais, comme ces méthodes générales mènent 
ordinairement à des grands calculs , lorsque les conditions 
du problème ne fournissent pas quelque adresse singulière, 
j'ay projetté un moyen de les abréger : ce sont certaines 
Tables qu'on pourroit faire calculer en lettres , et qui se- 
roient aussi importantes pour l’Algèbre que les Tables des 
sinus et des logarithmes le sont dans le calcul ordinaire. 
De plus, elles ne seroient pas difficiles à faire, car on y 
trouveroit bientost des progressions. Si ces Tables estoient 
faites, les opérations d’Algèbre s'y trouveroient pour la 
pluspart, et si on les joignoit aux méthodes que j'ay, il 
resteroit peu à faire en cette matière » (page 17). 

Quelle était cette méthode pour l’arithmétique de Dio- 
phante, et en quoi pouvaient consister ces Tables ? 
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f parle encore dans cette Lettre d'équations détermi- 
nées d'un nouveau genre , où le degré même est inconnu, 
et donne pour exemple 

LAN ANNEE. 1 20 —)). 
11 demande qu’on trouve les valeurs des inconnues, mais 
sans intersections de lignes : cette question n’est pas en- 
core résolue. 

Ce qui précède est extrait de l'ouvrage suivant : Lerbni- 
zens mathematische schriften herausgegeben von C.-. 
Gerhardt. 

Ecrits mathématiques de Leibniz, édités par C.-T. 
Gerhardt, t. IX et VIII. Berlin, 1850. 

Cet ouvrage fait partie des OEuvres de Leibniz, tirées 
des manuscrits de la Bibliothèque de Hanovre , et publiées 
par Georges-Henri Pertz. 

Le premier volume contient la Correspondance avec 
Hugens et le marquis de PHospital. 

Leïbniz avait été envoyé à Paris en 1672, avec une 
mussion politique de l'électeur de Mayence auprès de 
Louis XIV, et il resta à Paris Jusque vers la fin de 1676. 
Il s’y lia avec Hugens, auquel il soumettait tous ses tra- 
vaux et dont il recut aussi des instructions. Leibniz s'est,en 
plusieurs occasions, proclamé le Ziscrple de Hugens. Cette 
correspondance a commencé à Paris même, résidence de 
Hugens après qu’il fut devenu membre de l’Académie, et 
n'a cessé qu'à sa mort (8 juillet 1695). Lors du retour 
de Leibniz en Allemagne, en 1676, la correspondance 
paraît avoir été interrompue pendant quelques années, et 
a été reprise en septembre 16 79. 

Dans ces Lettres, Leibnitz signe constamment Leibniz ; 
et Huyghens signe Hugens. Dans une Lettre, Hugens se 
plaint (page 41) de ce que les rédacteurs des 4cta erudi. 
torum l'ont qualifié Dynasta in Zulichem ; il demande 
cette rectification : Dynasta in Zeelhem. 

Ann. de Mathémat., t. XIV. ( Août 1854.) 19 
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Hugens éprouve d'abord de la répugnance à admettre 
le nouveau calcul, dont il croit pouvoir se passer ; mais il 
finit par en reconnaître la toute-puissance. [la de la peine 
à comprendre le dx, et demande des explications que 
Leibniz donne par la théorie des oseulations. 

Hugens servait d'intermédiaire entre Leïbniz et Fatio 
de Duiller, géomètre genevois de grand mérite; il leur 
proposait des problèmes que Leibniz résolvait par son 
instrument avec facilité et complétement, tandis que 
Fatio était souvent arrêté ou ne donnait que des solutions 
incomplètes. Cela sufht pour nous expliquer l’animosité 
de Fatio, qui, lié depuis avec Newton, a soulevé contre 
Leibniz cette accusation de plagiat dont la fausseté est 
aujourd'hui victorieusement démontrée; mais il faut re- 
connaître que Leïbniz ramenait toutes les questions aux 
quadratures , el qu'il ne résolvait celles-ci que par des sé- 
res : le calcul intégral est, à vrai dire, la création des 
Bernoulli; car l'Analyse des infiniment petits, de l'Hos- 
pital (1696), le premier ‘Traité didactique, contient le 
calcul différentiel et ne renferme rien sur la méthode in- 
verse des tangentes. 

Leïbniz demande l’avis de Hugens sur son Codex 
Juris gentium. Hugens refuse en ces termes : «Le peu 
d’attachement et d'estime que j'ay per queste canzoni 
politiche (comme le P. Paolo les appeloit) me tient hors 
du commerce pour tout ce qui les regarde, et je souffre 
mesme avec peine qu’un esprit Comme le vostre y emploie 


du temps » (page 162). 

Leibniz répond : « En vérité, je m'accommoderois 
davantage de ce qui est de vostre goust, si j'en avois abso- 
jument le choix , et j'estime plus les vérités éternelles qui 
éclairent l'esprit, que les faits ou les vérités temporelles. 
Il faut cependant avouer qu’encore en matiéres de droit, 


de morale et de politique, on pourroit faire des décou- 
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vertes et des raisonnements exacts. Et souvent on y 
manque en pratique, parce qu'on a coustume de les traiter 
superficiellement. » Cette dernière observation est d’une 
grande justesse : parmi ceux qui s'occupent de ces ma- 
tiéres , les esprits superficiels sont en immense majorité. 


EE ———_—— 
VALEUR DE L'ANNÉE TROPIQUE EN JOURS SOLAIRES MOYENS, 


ET RAPPORT DU JOUR MOYEN AU JOUR SIDÉRAL ; 
Par M. CH. FORESTIER, 


Professeur au Lycée de Metz. 





Soient x la durée du jour moyen en Jour sidéral, a la 
durée de l’année tropique en jours sidéraux, et à la ré- 
trogradation des équinoxes en une année. 

En un jour sidéral, la Terre effectue une rotation de 
360 degrés. Dans le même temps, le Soleil ficuf, dont 
le mouvement uniforme sur l'équateur détermine le jour 

360° — 9 ; : ja 
moyen, parcourt —— ; puisque, dans a jours sidé- 
raux, il parcourt 360° — 9, Donc, dans le temps x, la 


rotation de la Terre sera 360. x , et celle du Soleil moyen 


360 RE d - . 2 
———— : *. Le premier arc surpassant le second de 360 de- 
a 


grés, on a 





. D ONE D 
«a 
d’où 
fa). | 2e rue 
(a) He 4: 


a Jours sidéraux donnent l’année u'opique, donc 


d Jours sol. moy. 
ann, trope — (e — 1 +- > 
360 


19- 
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En prenant 
a == 366,242226 et 9— 50",1, 
on à 
Ô 
360 


En faisant d— 0, on aurait la valeur de l’année tro- 


— 0,0000386 et 10: trope — 365j° sol.moy. 2422640: 


pique, dans le cas où il n’y aurait pas de précession des 


équinoxes , 
qannetrope — (a pr 1}j- sol, moy. 


La relation (1) fournit la valeur du jour moyen en jour 
sidéral 


LE ——————<—: 
PP ses 
Le 360 


Note du Rédacteur. 


On ne peut mesurer le temps qu'à l’aide d'un mouve- 
ment uniforme; on ne peut savoir si un mouvement est 
uniforme qu’en le comparant à un autre mouvement uni- 
forme: ceci implique une chaîne indéfinie de conditions ; 
par conséquent, la constatation rigoureuse d’un mouve- 
ment uniforme est impossible (*). Toutefois, en mé- 
canique céleste on admet que la rotation de la Terre 
est un mouvement circulaire uniforme. Depuis un grand 
nombre de siècles, dans une infinité d'applications, cette 


© — 

(*) L'égalité de deux longueurs est une idée certaine et claire; car on 
peut superposer ces longueurs : ce moyen n'existe pas pour des temps 
égaux. Aussi l'égalité de deux temps est une idée certaine, mais obscure, 
qu'on embrouille en voulant l’éclaircir, ainsi que cela arrive toujours 
pour ce genre d'idées. L'illustre sir W. Hamilton a fondé sur la notion du 
temps pur, la métaphysique des signes et des opérations algébriques ; 
eonception kantiste d'importation difficile, quej’essayerai peut-être, à tout 
hasard. 
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hypothèse n’a donné aucun résultat inexact; donc cette 
hypothèse, sous le point de vue physique, équivaut à une 
certitude. La durée d’une rotation constitue le Jour si- 
déral. 

L’année sidérale est la duréed’une révolution de la Terre 
autour du Soleil. Le nombre de jours sidéraux compris 
dans une année sidérale est irrationnel : il est compris 
entre 566 et 367. Une longue suite d'observations ont ap- 
pris que ce nombre est sensiblement égal à 366,25638; 
autrement 100 000 années sidérales comprennent à peu 
près 36625 638 jours sidéraux; de sorte que si l’étoile 
æ était dans le méridien supérieur au commencement 
d’une année sidérale, elle y sera encore à peu près au 
bout de la 100000° année sidérale, et y aura paru dans 
cet espace de temps 36925638 fois. 

On conclut aussi par observation que, dans ce même 
intervalle de temps, le Soleil paraîtra 36525638 fois 
dans le méridien supérieur. On appelle jour solaire l'in- 
tervalle de temps entre une apparition du Soleil dans 
le méridien supérieur et l'apparition suivante; ainsi, 
dans le même espace de temps, on a 36625638 appa- 
ritions méridiennes sidérales et 36525638 apparitions 
solaires; les jours solaires sont inégaux. La longueur 


moyenne d’un tel Jour est donc exprimée par le nombre 

fractionnaire Lides — 1,0027378 Jour sidéral. Cette 
36525638 — ? J 

longueur moyenne du jour solaire, déduite de l’année si- 

dérale, n’est pas en usage, parce que les calculs astrono- 

miques se rapportent à l’année équinoxiale. 

L'année équinoxiale est la durée de temps que met la 
Terre à aller d’un équinoxe vernal à l’équinoxe vernal 
suivant. Le nombre de jours sidéraux renfermés dans 
cette année est aussi irrationnel ; l'observation donne 
366 ,24222. Autrement, dans 100 000 années tropiques, 
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il s'écoule 36624222 jours sidéraux à peu près. Le 
nombre de fois que, dans ce même intervalle, le Soleil 
paraît dans le méridien supérieur est 36524222; de 
sorte que la longueur moyenne du jour solaire, déduite 
36624222 
36524222 

Ainsi un jour solaire moyen vaut 1,002757 Jour si- 
déral : c’est le rapport adopté; il s’accorde jusqu'à la 


de l’année tropique, est 


— 1,00273700. 


sixième décimale avec le rapport déduit de l’année sidé- 
rale. 

Pendant une année sidérale, la Terre décrit sur la 
sphère céleste 360 degrés; dans une année équinoxiale, 
qui est moindre que l’année sidérale, la Terre décrit 
moins de 360, soit 360° — d. On trouve d d’une manière 
approchée à l’aide de cette proportion : 


36625638 : 36624222 :: 360 : 360 — 5; 
de là 


Mer 007 EL: 


c’est la récession des éauinoxes que l’on déduit de la 

P q 
longueur de l’année tropique, mais non celle-ci de la 

DO . 
précessi on des équinoxes. Ce n’est que la comparaison des 
lonsueurs des années équinoxiales et sidérales qui fait 

© q q 
connaître la précession, et qui a sa cause dans la surface 
épicycloïdale que des forces perturbatrices font décrire à 
l'axe terrestre. On sait. d’ailleurs, que l’équinoxe est un 

; > q q 
oint de l’orbite où la tangente à cette orbite est la pro- 
P 8 P 
jection orthogonale de l’axe de la Terre (*). 

On comptait autrefois l’année d’un solstice d'hiver au 
solstice d'hiver suivant; de là le nom d'année tropique, 
conservé improprement pour désigner l’année équi- 
noxiale. 





(*) À cause de la nutation, la précession varie de 33" à 67”. 
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La longueur de l’année tropique, à cause des forces 
perturbatrices, est variable. Voici la formule de Bessel : 


année tropique — 365 ,2422203 — 1 0,00000006686; 


t — années écoulées depuis 1800. 
D'après cette formule, la longueur de l’année tropique 


1854 est 365 , 2422166. 





DIVISION PRATIQUE DE LA CIRCONFÉRENCE EN PARTIES 
ÉGALES 


(voir t. XIT, p. 245) ; 


Par M. TEMPIER, 
Sous-Directeur des Écoles chrétiennes à Montpellier. 


La pratique que j'ai indiquée s'applique également à 
un nombre impair de parties égales (*). Car il suffit de 
considérer la manière dont on obtient la formule fonda- 
mentale 


12 r + VAS n° — 512 
3 n° + 16 s 


sin o — 


pour se convaincre que cette formule est vraie pour un 
nombre entier positif z quelconque. Toutefois, l'énoncé 
du procédé doit être modifié ainsi : 

« Après avoir divisé le diamètre en 7 parties égales, 
» on prendra, à partir de ce centre, une longueur égale 
» à deux fois le quotient, que 7 soit pair ou impair. » 


(*) On trouve cette pratique dans la Géométrie de M. Catalan. Tu. 
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GRAND CONCOURS DE 1854 


{voirt. XII, p. 314). 
CLASSE DE LOGIQUE, 


SECTION DES SCIENCES. 


1°. Dans tout tétraèdre, on peut considérer, pour chaque 
arête, 1° l'angle dièdre des deux faces qui se coupent 
suivant cette arête; 2° les inclinaisons de cette même 
arête sur chacune des deux autres faces auxquelles elle se 
termine: ce qui, pour les six arêtes considérées simulta- 
nément, donne en tout dix-huit angles. On propose de 
démontrer que la somme de ces dix-huit angles est con- 
stante et égale à douze angles droits dans tout tétraèdre, 
où les arêtes opposées sont perpendiculaires entre elles, 
c'est-à-dire dans tout tétraëdre où les angles qu'on for- 
merait en considérant les trois couples d’arêtes, qui ne se 
rencontrent pas, et menanñt, par un point quelconque de 
l’espace, des parallèles aux arêtes de chaque couple, se- 
raient trois angles droits. 

2°. Dans tout tétraëdre, quand, sur les six arêtes , 1] 
y en a deux qui sont respectivement perpendiculaires aux 
deux arêtes qui leur sont opposées, on propose de dé- 
montrer que les deux arêtes restantes sont aussi perpen- 
diculaires l’une sur l’autre (*). 

3°. Démontrer que, dans un tétraèdre où chaque arête 
est perpendiculaire à son opposée, les quatre hauteurs se 
rencontrent en un même point. | 

Observation. C’est une classe de logique. Il me semble 
que la logique exige qu'on démontre la possibilité de 





(*) Dans tout tétraèdre... on propose de démontrer... Est-ce français ? 
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l’objet avant d’en démontrer les propriétés. Un tel té- 
traèdre existe-t-il? Il fallait commencer par démontrer 
qu'on peut construire un tétraèdre où deux couples d’a- 
rètes opposées représentent chacun un angle droit; que, 
dans un tel tétraèdre, le troisième couple d’arêtes figure 
aussi un angle droit; puis, etc. Pourquoi donner une 
forme illogique à une question de logique ? 

Le c'est-à-dire suppose que les élèves parisiens admis 
au grand Concours ignorent que deux droites peuvent 
ètre à angle droit sans se rencontrer ; supposition très- 
honorable pour ces élèves, pour leurs professeurs, et, en 
général, pour notre alma mater parisiensis. Au total, 
c'est une bonne question à proposer, pendant le courant 
de l’année, dans l’intérieur d’un collége : mais au grand 
concours ? 

Si je commettais de semblables questions, coram populo, 
pour ne laisser peser aucun soupçon sur autrui, je regar- 
derais comme une nécessité d'honneur de me nommer. 


Mathématiques spéciales. 


On sait et l’on démontre aisément que, si un cercle 
roule intérieurement sur la circonférence d’un autre 
cercle d'un rayon double, la ligne décrite par un point 
de la premitre circonférence est un diamètre de la se- 
conde , et l’on a fait d’intéressantes applications de cette 
propriété aux arts industriels. On propose d'examiner le 
cas où le point décrivant est situé sur un rayon du cercle 
mobile, en dedans ou en dehors de sa circonférence; on 
déterminera la nature de la courbe que ce point décrit (*). 

Observation. Cette belle propriété, qui remonte à la 
Hire, triturée dans tous les Cours, dans tous les Traités ÿ 








(*) Les élèves ayant déclaré connaitre le lieu demandé , la lecture de la 
question n’a pas été achevée. Nous en donnerons la fin. Cette déclaration 
est la partie estimable, le côté moral du concours. Honneur aux élèves ! 


( 298 ) 
est universellement connue ; les arts industriels, ame- 
nés si à propos, ont excité une grande hilarité dans l’as- 
semblée des élèves. Aussi a-t-on été obligé, comme l’année 
dernière, à retirer cette question et on l’a remplacée par 
la suivante : 

Quesrron. Démontrer le théorème suivant relatif à 
l’hyperbole. 

Si l'on prend pour diamètre d’un cercle la portion de 
l'axe non transverse comprise entre le centre et la nor- 
male en un point quelconque de la courbe, la tangente 
menée au cercle par ce dernier point est égale au demi- 
axe réel. 

Résoudre, d’après cela, la question suivante : 

Étant donnés les deux sommets et un troisième point 
quelconque de l’hyperbole, construire la normale en ce 
point. 

Indiquer les propriétés et les constructions analogues 
pour l’ellipse. 

Observation. Cela découle immédiatement de cette 
propriété des courbes à centre : le produit de la distance 
du centre à une tangente par la portion de la normale 
terminée à l’un quelconque des axes est égal au carré de 
l’autre demi-axe; propriété qu’on lit et qu'on démontre 
dans tous les Traités anciens et nouveaux de géométrie 
analytique (par exemple Cirodde, page 410) (*): 

Nous sommes forcés de supprimer les réflexions que 
nous inspire la comparaison de ce Concours avec celui 
de 1850 (voir tome IX, page 282). 

O. TErquem. 


(La fin prochainement. ) 





(*) I n’y a mème pas besoin de ce théorème : il suffit d’écrire l'équation 
de la normale, etc. Il y en a pour dix minutes, et les élèves sont en con- 
clave pendant dix heures ! 
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NOTE SUR UN THÉORÈME DE DESCARTES. COURBE ROULANT 
SUR UNE AUTRE ; 


Par M. F. FRENET, 
Professeur à la Faculté de Lyon. 


Si l’on fait rouler dans un plan une courbe mobile À 
sur une courbe fixe B, les positions successives d’un 
point a, invariablement lié à A, déterminent une ligne 
courbe dont la normale en chaque point va passer par le 
point de contact m des courbes À et B. On sait que ce 
théorème, dû à Descartes, s'établit très-simplement par 
la géométrie en assimilant Les courbes à des polygones; en 
voici une démonstration analytique assez courte. 

Rapportons la courbe fixe B à des axes rectangu- 
laires (*). Soient &'mt la tangente commune; x, y les 
coordonnées du point de contact m; £, n celles du point y. 
La longueur um —r et l’angle © que fait sa direction 
avec une droïte quelconque, invariablement liée à A, 
constituent un système de coordonnées polaires auquel on 
peut concevoir que sont rapportés les points de cette 
courbe. Cela posé, de l'équation évidente 


(a Etre re 


on tire par la différentiation 


r — E d: — ; x — € di — , 
note: qu a (E SR AE e)=S 








r ds D'ISNCÉE r ds r ds Tige 


ds représentant l’élément de la courbe B. 


(*) Le lecteur est prié de tracer la figure. 
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Or l'angle my formé par le rayon vecteur um et fa 
3 : , ; ds AP LES 
direction m4! a pour cosinus la quantité — ; d’un autre 
as 
côté, ce cosinus est aussi égal à 


æ—#Ëdx y —n dy 
r dr 1@ 








il résulte de là que l'équation (A) peut se ramener à la 
forme 
D Pme: El 
z—EÈdE 





Ass Où 


qui démontre le théorème énoncé. 

J’ajouterai ici une observation, très-connue sans doute, 
mais que Je n'ai pas vue consignée dans les ouvrages où 
elle devrait se trouver. On sait qu'on parvient à la notion 
du centre instantané de rotation en donnant à une figure, 
dans son plan, deux positions différentes, et montrant 
qu'on peut toujours l’amener de l’une à l’autre par une 
rotation convenable autour d’un point fixe. Les deux po- 
sitions de la courbe sont ordinairement supposées infi- 
niment voisines, mais il est manifeste que c’est là une 
restriction inutile. 

Remarquons, en effet, que le théorème dont il s’agit 
revient à celui-ci : Étant données deux droites AB, A'B' 
égales et situées d’une manière quelconque dans le méme 
plan, il existe toujours un point M tel qu'on a 


MA—MA", angle MAB — angle MA'B. 


Or, pour trouver ce point, il suflit d'élever des perpen- 
diculaires sur le milieu des droites AA’, BB’; le point de 
rencontre est celui qu’on cherche, On y parvient aussi en 
prolongeant les droites données jusqu’à leur point de 
rencontre C, el circonscrivant un cercle au triangle ACA; 
la perpendiculaire élevée sur le milieu de AA! rencontre 
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la circonférence en deux points dont l’un convient tou- 
jours. Cette dernière construction est souvent préférable 
à la première. Elle montre immédiatement que, lors- 
qu'une courbe mobile glisse infiniment peu sur une 
courbe fixe, le centre instantané de rotation est au centre 
de courbure de la ligne fixe, et qu’il se confond avec le 
point de contact quand la courbe mobile roule sans glisser. 
On retrouve ici le théorème de Descartes. 








SUR LA SOMME DES PROGRESSIONS GÉOMÉTRIQUES INFINIES : 


Par M. EUZET, 


Garde du Génie, à Toulon. 





1 rouver la somme des termes de la progression infinie 
le] 
par quotient 


I I I 
+R ++. 
7 AR 


Soit à partager l'unité en 3 parties égales, on pourra 
opérer ainsi : Divisez d’abord l’unité en 4 parties, et iso- 
I ne I 
lez 3 portions de 7 chacune; divisez le 7 restant en 4 par- 
k 
16 
F 


ties à côté de chacune des 3 autres ; vous aurez 


ties , égales par conséquent à —; et placez une de ces par- 


+ 


Sie Hire 
ASE ES ES) € 


EI = 
Le 
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I | gs bé 
_3l vous restera F: que vous diviserez et distribuerez de la 


même manière, et ainsi de suite. Cette opération étant 
continuée à l'infini, l’unité que vous aviez d’abord se 
trouvera entièrement partagée et formera 3 lots égaux 
chacun à 


D TT Le 


par suite, chaque lot, ou la somme des termes de la pro- 


e # # \ I 
gression donnée, sera égale à —- 


3 

Il est aisé de voir que, pour toute autre progression 
dont la raison serait une fraction différente, mais ayant 
l'unité pour numérateur, il suflira de retrancher 1 du 
dénominateur pour avoir la somme des termes de la pro- 
gression correspondante. 

Si tous les termes de la progression étaient multipliés 
par le même nombre , il faudrait évidemment multiplier 
le résultat ci-dessus par le nombre constant, ce qui ne 
change rien à la règle établie. 

Cette règle étant appliquée à une fraction décimale pé- 
riodique , on trouve que la valeur de cette fraction est 
égale à la période divisée par un nombre composé d’au- 
tant de 9 que cette période a de chiffres. 


Trouver la somme des termes d’une progression infinie 
par quotient, la raison étant une fraction quelconque 
proprement dite. 

Soit, pour fixer les idées, la progression 


FA PARC 
Br A 


Le numérateur de la fraction génératrice étant 


ea mi 
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9 ; : 
les R de ce numérateur seront composés de 3 parties 


2087 
LES 


5 ; 
Les g° ou le numérateur entier, vaudra 5 de ces parties, 


ou 


Retranchant et plaçant à part 2 de ces parties, c’est-à-dire 


3 3 
RTE ; 


nous aurons un premier reste égal a 


EE. 
Héros 
Les : de ce reste étant 
si #3 
E2 F: CE 2? 


les L seront 
5 
3? 32 32 3? 3? 
LEP RACE ETES 


Plaçant à part, comme ci-dessus, 2 parties ou bien 


Po 
Bi T3 , 


nous aurons un deuxième reste égal à 


3° He 3? js 3° 
F? F? F2 
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Opérant sur ce reste comme sur le précédent , nous pour- 
rons mettre de côté les deux nouvelles fractions 


SM nai 
(S+5) 
et avoir Île troisième reste 
33 33 33 
PR EL 
53 53 53 ? 
mais COMmMe Ceux-ci VOnt sans cesse en décroissant, il est 
visible qu’à l’infini le dernier sera nul; dès lors, le nu- 
mérateur 3 de la fraction génératrice se trouvant entière- 
ment décomposé dans la série 
Et 3 1 SE js 9 FE + 
5 GS h? 525 A3 53 FRA? 
série évidemment égale à 2 fois 
, “x be " 
F TES RS ... 9 
DÉPU NT 
il en résulte que la somme des termes de cette dernière 


. ° e à » L \ 3 
progression, identique avec la proposée, est égale à . 


Il est aisé de voir que la somme des termes de toute 
autre progression semblable est égale au numérateur de 
la fraction génératrice divisé par la différence des deux 
termes de cette fraction. 





EEE 
NOTE SUR UN THÉORÈME SUR LE CONE SPHÉRIQUE ATTRIBUÉ 
À MAC-CULLAGH 


(voir p. 99). 





1. Désignons par s et p respectivement l'aire et le pé- 
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rimètre d'un polygone sphérique ; et désignons de même 
par s’et p' l’aire et le périmètre du polygone supplémen- 
taire. On sait que l’on a 


S+p=s +pz=2r; 


or, prenant le rayon de la sphère pour unité, p est le 
double de l’aire latérale du cône concentrique à la sphère 
qui a p pour contour de la base; donc l’aire de la base 
d’un polygone sphérique plus le double de l'aire latérale 
du cône supplémentaire est égale à l'aire de la moitié de 
la sphère; cette proposition existe évidemment pour une 
courbe sphérique quelconque. Le théorème assigné à Mac- 
Cullagh se rapportant à l’ellipse sphérique, n’est donc 
qu'un cas particulier d’un théorème général très -élémen- 
taire. 

On doit à M. Chasles quatre beaux théorèmes sur les 
coniques komo/focales sphériques (Comptes rendus). 


| 
THÉORÈME SUR LES DÉTERMINANTS DE AL. SYLVESTER. 


———_— 








Soient les déterminants 


MBA VATO0;  A100,; ,,11000: À10000; 
115 212; 3126; 4)1200; 512000; 
OTAS 2 023; 03130: 041300: 
001]; 0024; 003140; 
00011; 0002); 


00001! ); 

la loi de formation est évidente; effectuant, on trouve 
À5 V1; A2]; (M— 12) 3); XD— 21]fu 4; 

(— 1°) (A — 37) (M — 5°); À (X— 22)f}2— 4) (% — 6!) ; 


et ainsi de suite. 
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rm 


SOLUTION DE LA QUESTION 260 


(voir t. IV, p. 577, ett. XI, p. 368); 


Par M. L. PAINVIN, 


Licencié ès Sciences Mathématiques. 








Trouver l'équation de la courbe qui coupe, sous un 
angle constant, toutes les génératrices d’un cône du se- 
cond degré. 

Tout cône du second degré pouvant être regardé comme 
un cône droit à base elliptique, l'équation générale des 
cônes du second degré sera 


x? v° z? 
œ CE D 


En un point (x, y, z), l'angle formé par la génératrice et 
la tangente sera 
x dx y dy ,.z dz 


r ds r ds r ds 
et l’on devra avoir 


x dx + y dy + zdz 
(2) ee 7; 
r ds 
m étant une constante égale au cosinus de Pangle des deux 
droites r et ds. 
Or nous avons 


ædx + y dy + 2dz 
FRA ER RE SAR 0 © 


Tr 


: 
donc 

dr 

— = M; 

ds ? 
c’est-à-dire que si l’on s’avance sur la courbe cherchée, 
les rayons vecteurs sont proportionnels aux accroissements 
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des ares. Et réciproquement, si cette proportionnalité a 
lieu , l'angle de la langente et du rayon vecteur est con- 
Stant. Partons de cette propriété, et employons les coor- 
données sphériques 


dr?— m° ds, 
(3) 


ds = dr? E y? 409 —- r?sin? 9 de?, 
les formules de transformation étant 


7 — rsin0.cosv, 
(4) Y — rsin 6.sin», 


2 —rcos0, 


étant le rayon vecteur, 9 l’angle de la Projection de ce 
layon vecteur sur le plan des xy avec l’axe des TX; 0 l'angle 
de ce rayon vecteur avec l'axe des z. 

Substituons ces valeurs dans l'équation (1); les équa- 
uons de la courbe cherchée seront 








r? sin? 9 cos’ 7? sin?0 sin’ p r?cos’0 
(5) M Riran te CU 2: PR Se 103 
(6) dr? = m°(dr? + 240 + r?sin?0 do’). 


Éliminant 8 et sa différentielle, on obtient 


dr m abd p Vfa°b?+ 0? (a°sin?o-+B2cos? ?)(a*sin*o + bÎcos" pe) + c(b2 45) sin? ] 
— siresr = amant | a 
Fr 


— : natnt  e 
Vi mi Ca? Bb? + c? (a? sin° ? + b* cos? p)]ÿ/a* sin? ?+bcos?o 








Fi) 





Les équations (5) et (7) seront donc les équations de la 
courbe cherchée. 


Discussion de l'équation (7). 
Nous avons trouvé 


dr à m.ab.d 


PH Via m° [a*b?+ 0° (a? sin? ? + b?cos*s)] 


r 


V a bc (a sin? o + b? cos”)] (a* sin? 9 + 8? cos° P) + (Bb? — a} sin? p C6s? 
XX . e 


a* sin? 9 + b°? cos? ce) 





20. 


(368) 


Cette équation peut se mettre SOUS la forme 








AT, PT mabd 


r Vi mfbt(a+c)+ c(a— b')sine] 


à ve (a?+ c?) + (a?— b?) (a?b?+ ac? + b? c°) sin? y 
b+(a— b?) sin? o 





(8) 





Or l'intégrale de cette équation dépend des fonctions ellip- 
tiques, et l'on trouve que 


Lr—=KR[MN(A,e,w)+NF(e,0)], 


c'est-à-dire que le logarithme der dépend d’une fonction 
elliptique de troisième espèce et d’une fonction elliptique 
de première espèce; K, M, N sont des coefhicients con- 
stants. 
Posons 
mab 


æ= ph 
ARR TE 





do 
D —— - 
re ce) + ce? (a? — b’)sin’o| 
VE (a+ ce) + (a?— D?) (a? b+ b'e+a’c?)sin’o 
Es $ Li A À ñà … 
b? + (a? — b?\sin? y 








Si nous prenons l'intégrale à paruür de p= 0, et r—1 
pour cette valeur de 9, la constante arbitraire est nulle, 
et nous aurons 


(9) r—e À, 


Premier cas. Si m >> 0, m est le cosinus de l'angle de 
la tangente avec la génératrice. 

I. a >>b. Prenons d’abord le signe +. 

Si nous faisons croître 9 de o à + (comptons les arcs 
positifs en allant de l'axe des x positifs vers l'axe des y 
positifs), l'élément de l'intégrale reste toujours posilif, 
donc ® croît en même temps, et il croit indéfiniment. 
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En effet, 





b 29 b y 
> 1. dE + ——— dy; 
? 


Va? + US Va? — c? 


on voit facilement que a ÿb? — c? est la plus petite valeur 
de la fonction qui est sous le signe “E donc, en prenant 


o suflisamment grand, 








be b 
D À 
LR remet g)» 


la première partie est une quantité finie, la seconde partie 
croit indéfiniment avec À; donc, lorsque pcroitdeoa, 
® croit aussi de o à w , et par conséquent r croit derà, 
c'est-à-dire la courbe s’enroule sur le cône, en allant de 
l'axe des x positifs vers l’axe des y positifs. Maintenant, 
faisons décroître © de o à — « ; ® décroîtra de o à — % , et 
r décroîtra depuis l’unité jusqu’à zéro; donc la courbe 
s’enroule sur le cône en allant des x positifs vers les Ÿ 
négatifs, en se rapprochant indéfiniment du sommet du 
cône, qui est pour ainsi dire un point asymptotique. 

Si l’on cherche la projection de cette courbe sur le plan 
des xy, p étant son rayon vecteur, on a 


aber? 











Go m=rsind À, 
Vbt(a + ce) +e(a— b)sin’e 


Cette courbe est une spirale dont l’origine est un point 
asymptotique , et qui se développe dans le même sens que 
la courbe dont elle est la projection. 

Si l’on cherche l'angle de la tangente avec le rayon vec- 
eur, on aura l'angle de la projection de la tangente à la 
courbe avec la projection de la génératrice qui passe en ce 
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ë Q , » É . s \ Fe 
point considéré, et l’on voit que lorsque © varie de o à a 


Le stp le va de 
de ST, la tangente trigonométrique de cet angle va de 


Va + Vi rm, AVP+e + c? Vi— m° me? 
ma mb 
valeur à la première, et ainsi de suite, elle ne passe Ja- 
mais ni par zéro ni par l'infini; l'expression de cette tan- 

gente est 


» puis de cette dernière 


[b? (a+ ce?) + c? a°— b?)sin* e)Vb?+ (a° — b'jsin® 


(#) tang u — 
k b*(a+c5 2) + (a?—b?)(ab?+atc+b?c?)sine—c°(a?_b°)sinpcosy Vo (ab )sin? SA 





Si l’on prend le signe —, les mêmes résultats se re- 
trouveront dans un ordre invérse. 

II. Cône de révolution. « = b. Dans ce cas P est inté- 
grable, et l’on trouve 

k . 

(12) T == , Ware” 
La discussion est facile, et donne des résultats analogues 
aux précédents. 

La projection de la courbe a pour équation 





De g 
a aV a? + c? 
F— se 
Va + c? 
n? . ] ] . ° 
C’est une spirale logarithmique. 
Dans ce cas, 


a? + c? 
ee) 


ma 


tang p — 1— n° —= coOnst.; 


donc la projection de la tangente fait aussi un angle con- 
stant avec la projection de la génératrice; propriété qui 
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pouvait d’ailleurs se déduire de ce que la projection de 
la courbe est une spirale logarithmique. 

IT. Sia<b, on voit que dans ® les radicaux ne de- 
viennent ni nuls, ni imaginaires, quelque valeur que l’on 
donne à o; la quantité qui est en dehors du radical ne 
peut non plus devenir ni nulle, ni négative; donc la 
marche suivie pour le premier cas est applicable ici, et 
l’on arrive à des résultats analogues. 

Deuxième cas. m<o, en mettant en évidence le signe 


La discussion est la même que pour le premier cas; on 
trouvera des résultats inverses. 

Troisième cas. m— 0, c’est-à-dire si la tangente doit 
être perpendiculaire à la génératrice; alors 


Hs 0, Tete: 


c'est-à-dire, la courbe cherchée est donnée par l’inter- 

section du cône avec une sphère de rayon 1 ayant son 

centre à l’origine : c’est donc une conique sphérique. 
Quatrième cas. Si 


M ETS" O0", 
alors 


r—®@® ou 7=0; 


c'est-à-dire que dans ce cas il n’y a pas de courbe, ou elle 
se réduit au sommet du cône. 


Rectification de la courbe. 


AP ESTIRGS : 


donc 
T — 1] 





m 


(NST2\) 


en comptant les ares à partir du point où l’on a 
g—O0O € T—I, 


que je désignerai par A ; d’où 
eEkD _, 


SZ ——— 0. 


mn 


Premier cas. On voit, si l'on prend le signe +, que la 
longueur de la courbe croit indéfiniment à partir de A, 
en s’élevant sur le cône; et sa longueur, depuis le point A 


| > I 
jusqu'au sommet du cône, est égale à —. 
+ m 


Cette expression de s n’est intégrable que dans le cas où 
a = b. 


Deuxième cas. Si 
MI, 7—=@Q ou 7 —0O, 
alors 
s —"® #1 Ours — 1, 
ce que l’on pouvait prévoir. 
Troisième cas. Si m—0o, la formule ci-dessus donne 


l'indétermination; alors on a recours aux équations de 
la courbe 


sin?0 cos?@ sin?’ sine cos’ 
a? pr b? Fos Ge 





ul 


et l’on trouve 


AA abd® 
_ [bt(a+e) + c(a— 86) sine] 
b(a+e)+(a—b)(eb+ac+ be)sine 
DAT, 
\ CRE Re 





ds 





MO) 


qui n'est intégrable que dans le cas où a — b; on a alors 


«a 
nu 
la constante est nulle si s — o pour 9 — 0. 

La longueur de la courbe croît proportionnellement 
aux arcs. 
Même question pour les cylindres dont l'équation est 


Dans les cylindres à base elliptique ou hyperbolique, ; 


dy dz 
—, — sont les cosinus des angles de la tangente en un 
ds ds 
point (x,7Y, z) avec les axes ; 0, 0, 1 sont les cosinus des 


angles de la génératrice avec les axes; on a donc 


dé md; 


m étant une constante. 
Pour un calcul facile, on arrive aux équations de la 





courbe 
| JR 
(2) Fr er ite £ tre le nr 
ES mn? a a — x»? 


Si a est différent de b, cette an dépend des fonctions 
elliptiques. 
Dans le cas du cylindre elliptique, la condition néces- 
saire et suflisante pour que les radicaux restent réels, est 
que x soit Ta. 
La discussion se ferait comme dans le cas précédent. 
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Dans le cas de a —b, on retrouve les équations de 
l'hélice. 

Dans le cas de m— 0, on trouve une série d’ellipses 
égales et parallèles à celle de la base. 

Le cas de m—1 ne donne aucune courbe, ce qu'on 
pouvait prévoir. 

Pour le cylindre à base hyperbolique, il faudra changer 
dans les résultats précédents b°? en — P?. 

La condition nécessaire et suffisante pour que les radi- 
caux soient réels, est que + soit toujours >> a. 

Le cas de a — b donne une intégrale qui dépend des 
fonctions elliptiques. 

Le cas de m— o donne une série d’hyperboles égales et 
parallèles à celle de la base. 

Pour le cylindre à base parabolique, les équations de la 
courbe seront 


Gi) FES QUES 


Observations. M. Faure résout cette question à peu 
près de la même manière, sans discussion. 








QUESTIONS. 


ne 


295. Soient p un nombre premier et X un polynôme 
tel qu'e 


x = 4; —- A X + Aa? +. . «+ An LT, 
En donnant à chaque coefficient à toutes les valeurs 





(F0 .} 
on aura p" valeurs de X, dont l’une sera zéro. Si l’on 
élève toutes les valeurs de X à la puissance m, et qu’on 


représente la somme des résultats par DA on aura 


ME — un multiple de p, 


si Mm<p"—1; mais l'égalité précédente n'aura pas lieu 
SL —p"— 1. (J. À. Serrer.) 
294. Soient P;, P:, P,,.…. , P,, 7 points matériels d’é- 
gales masses ; G; le centre de gravité de P,, P, ; G; le centre 
de gravité de P, et de la masse P, + P, posée en G ; G, le 
centre de gravité de P, et de G:;, et ainsi de suite; de sorte 
que G, est le centre de gravité de P, et de G,_;; G, est 
indépendant de la manière dont on prend les masses; dé- 
signons par À; la distance de G;_, à P., la quantité 
= (A) + 2 


: 3 (A) + (:) (A+... + ( . ) A’ 


est constante, dans quelque ordre qu’on prenne les masses. 





Observation. G; est la même chose que P, : ainsi À, 
est la distance de P, à P.. (STEINER..) 

295. Par un point P pris dans le plan d’une courbe 
algébrique M, on mène des normales à cette courbe, qui 
la rencontrent aux points A,, A,,...,A,.On suppose que la 
somme des carrés de ces normales est égale à p?°, quantité 
constante. Le point P engendre une nouvelle courbe M, ; 
la normale à cette courbe menée par le point P passe par 
le centre de gravité des points A;, A,, etc. 

Cherchons un point Q tel, que l’on ait 


(QA:)? + (QA:) +... + QA= pt 


Le lieu du point Q est une courbe M, touchant la courbe 
M; au point P. 
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Il en sera de même pour une relation quelconque entre 
les normales ; dans la relation donnée, M, est un cercle. 


SOLUTION DE LA QUESTION 282 


(voir t. XII, p. 443) ; 


Par MM. Joserm SACCHI, de Pavie, et ANGELO GENOCCHIH. 


ms 


Soient a, , b, les coordonnées rectangles du 7°" sommet 
du polygone de » côtés inscrit dans la parabole représen- 
tée par y° = px; À, l'aire du triangle ayant ses sommets 
aux points de coordonnées a; , b,;a,,b,; a,,:, b,,1; l'aire 


L 
7n—1{ 
du polygone sera 23 À,. L’aire d’un triangle en fonc- 
2 


tion des coordonnées de ses sommets donne 
(1) D'AAE (b, — b,) (as: Des ai) sn tb, er à b;) (a,— ai); 


et comme les sommets du polygone sont sur la parabole, 
on aura 


2 2 
b. pars bi: = Dar pi 


En substituant ces valeurs de 4,, 4,4, dans l'équation (1), 
on a 


2pAI=(b,26) (RE BB), 
et l'aire du polygone sera 


I n—1\ 


(2) SD, (b—b)(bu—b)(bu— 6). 


SI y Gap; @, ... , @, Sont les projections des som- 
mets du polygone sur une perpendiculaire à l'axe de la 
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parabole, l'équation (2) donne 
I n=—! 
ER Le A Up (ea Xrpi Ar Lrypie GC. Q. FD: 
2 p dd ; 


Note. M. Gilbert, de Louvain, donne la même démonstration, sauf Ia 
notation, et ajoute cette observation: De tous les polygones d’un même 
nombre de côtés inscrits dans le même arc de parabole, celui-là a l’aire 
maximum pour lequel &, &, = œytg = yo, == us 

M. Gérard , de Toulouse, donne aussi une solution qui ne diffère pas 
de celle de M. Gilbert. 








BIBLIOGRAPHIE. 


Tous les ouvrages annoncés dans les Nouvelles Annales de Mathématiques 
se trouvent chez Mazzer-Bacneuier, libraire, quai des Augustins , 59. 


Thèses présentées à la Faculté des Sciences de Paris , pour 
obtenir le grade de Docteur ès sciences mathématiques ; 
par M. J. Garlin, ancien élève de l'Ecole Normale, 
professeur au lycée de Lyon. — Thèse de Mécanique : 
Sur les surfaces isothermes et orthogonales ; — Thèse 
d’Astronomie : Sur les mouvements apparents; — sou- 
tenues le 4 juillet 1853. Paris, 1853. In-4° de 72 pages. 
Imprimerie de Mallet-Bachelier. 


Ces thèses ne faisant partie d'aucun recueil scientifique, 
nous Croyons utile d'en extraire les principaux résultats. 
Voici d’abord le résumé de la première. 

1°. L'étude des surfaces isothermes coniques se ramène 
à celle des surfaces isothermes cylindriques, en prenant 
pour coordonnées la longitude + et w — log tang +0, 
8 étant le complément de la latitude. 

2°, Lestrajectoires quelconques d'un système de courbes 
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isothermes, planes ou sphériques, sont aussi isothermes. 
Ce théorème, connu seulement pour les trajectoires ortho- 
gonales, sert à résoudre le problème des trajectoires quel- 
conques d’une série de courbes isothermes. L'auteur en 
fait diverses applications, et trouve que les lignes qui 
coupent sous l’angle à les cercles passant par deux points 
sont données par l'équation 
0. 
fa or PUDE fe 





r' 


À étant une constante arbitraire, r et r/ les rayons menés 
d’un point de la courbe aux deux points fixes, 0 l’angle de 
ces rayons. 

3°. Les seuls systèmes circulaires isothermes, tant dans 
le plan que sur la sphère, sont les cercles concentriques ou 
de même pôle, et les cercles qui passent par deux points. 

4°. Les seuls systèmes circulaires doubles, à la fois iso- 
thermes et orthogonaux, soit dans le plan, soit sur la 
sphère, sont les cercles passant par deux points et les 
cercles de même pôle. 

5°. [n’y a parmi les systèmes sphériques que celui des 
sphères concentriques qui soit isotherme. 

6°. Ün système de lignes isothermes en donne une 
infinité d’autres. En particulier, si dans les équations 
d’un système et de son orthogonal on remplace les coor- 
données par les températures correspondantes, on obtient 
deux nouveaux systèmes isothermes et orthogonaux. Ces 
deux derniers en fournissent deux autres, et ainsi de 
suite. 

7°. L'auteur démontre très-simplément un théorème 
de M. Binet sur les axes principaux des corps; un autre 
de M. Dupin sur les lignes de courbure des systèmes triples 
de surfaces orthogonales. 

La théorie des surfaces isothermes rappelle naturelle- 
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ment le nom de M. Lamé, leur inventeur. Nous saisissons 
cette occasion de constater le succès obtenu par ses Lecons 
sur la théorie mathématique de l'élasticité des corps 
solides. Nous sommes d’autant plus heureux de ce succès, 
qu'il encouragera sans doute l’illustre auteur à nous 
donner sous la même forme d’autres parties du cours qu’il 
professe avec tant d'éclat. | 

Dans la seconde thèse, l'auteur donne la théorie analy- 
tique des mouvements apparents due à Coriolis, et l'ap- 
plique aux ingénieuses expériences de M. L. Foucault. Il 
rapporte les points du système à trois axes rectangulaires 
mobiles d’une manière quelconque, autour d’une origine 
qui elle-même se meut d’une manière arbitraire. 

M. Garlin recherche si les images géométriques que 
M. Poinsot a données du mouvement absolu subsistent 
pour le mouvement apparent. Il trouve que ce dernier 
peut être représenté par le roulement, sans glissement, 
d’un certain cône attaché au corps sur un autre cône qui 
paraît fixe à l'observateur entraîné avec les axes mobiles. 
IL s’est assuré que le premier ne coïncide pas avec le cône 
du second degré découvert par M. Poinsot. 

On voit, par ces simples extraits, combien il y a de 
choses dans les thèses de M. le D' Garlin, et l’on regrettera 
comme nous que son travail n’ait pas reçu une publicité 
plus étendue. Prouxer. 


THÉORIE ANALYTIQUE DU PLAN ET DE LA LIGNE DROITE 
pans L'espace; par M. Henry Faraguet, ancien élève 
de l'Ecole Polytechnique, ancien officier de marine. 
Imprimé à Dijon; 1854. In-8°, préface 1-2, 96 pages, 
1 planche lithographiée. 


Toutes les questions qui se rapportent au point, à la 
droite, au plan, considérés dans l’espace, soït isolément, 
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soit combinés entre eux dans des positions générales ou 
dans des situations singulières, sont ici résolues, et les 
calculs sont exécutés. Le système de coordonnées est re- 
latif à trois plans rectangulaires lorsqu'il s’agit d'angles 
et de longueurs à déterminer. C’est un dictionnaire de 
formules dont on a souvent besoin ; la même question est 
résolue par plusieurs méthodes : utile exercice pour les 
élèves de nos lycées, et économie de temps pour les pro- 
fesseurs ; deux avantages qui recommandent cet ouvrage. 
Aux dix-neuf questions, on peut ajouter celle-ci : Trou- 
ver l’équation du plan mené par la plus courte distance 
de deux droites et également incliné sur les deux droites. 

Le mois de janvier de cette année (page 1) renferme un 
travail analogue de M. Baltzer pour les coordonnées 
obliques; il reste encore un autre à faire pour les coor- 
données polaires : c’est le plus compliqué. 








SOLUTION DE LA QUESTION 257 


(voir t. XI, p. 368); 


Par M. L’AB8é PEPIN, 


du petit Séminaire d’Iseure. 





Réduire à des quadratures simples la valeur de l’inté- 
grale triple 


s= ff fe NT er ya de dy de, 


où les limites des variables sont déterminées d’après l'iné- 





galité 





et AT (STREBOR.) 


2 2 7? 


À Rettl 2 par x. Z 
. Remplaçons— par x,7; par y,7, par z, et, par con- 








(HAT) 
séquent, dx, dy, dz par 


i Î 1 
a —+ b — À c —+ 
SX dx , EU dy, =Z ds; 


nous aurons 


P+1 74 Qr+i P—1 g—1i r—t 
a € _—_ F 
LE re | ff. Rp cit y Ne drdy de, 


et les limites seront déterminées d’après l'inégalité 














Nas OL de pe Le 
Posons 
RER L rA GUÉbA T HI 
BRL A x sn 4 À me / à 
2. 
et 
Ua ff festin se pense dx dy dz. 
On aura WCT 
a?! b?m ç2n 
NS Me : 
93 


2. Cette transformation faite, nous réduirons l’inté- 
grale U par la méthode Dirichlet. Multiplions cette inté- 
grale par l'intégrale définie 


2 ‘ 
2 11 sin & cos ku du 
ren 2 
LAN PS u 


k=x+ y +z. 
Ce facteur est égal à l’unité pour toutes les valeurs de X 
comprises entre —1 et +1; et il est nul pour toute autre 
valeur (Dunamer, Analyse, 1. IT, p. 177). Et puisque les 
variables ne peuvent prendre que des valeurs positives, 
on aura tous les éléments de l’intégrale, et ces éléments 
seuls, en prenant o et «© pour limites de l'intégration 





dans laquelle 


relativement à chaque variable. Donc 


Osiniuide fx D a eo ps AE 
cos(x+y+z)u.e M D rti pm 2"T! dr dy ds: 
[e) [0] [6] ; 





u 
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cos (x +y+z3)u est la partie réelle du développement 
de l’exponentielle et*+7##* ÿ-1, Soit donc 


co fo [PO —{(ys y Von) = (tu V—i)y—(or=u VV) 
v= f k dé # a?—u /x 2—_u 1HY NC EEU En dady des 
O oO O0 


l'intégrale U sera la parue réelle de l'intégrale 


(#+) . 
5) sin w du y 
T o [74 ; 


3. L'intégrale V est le produit de trois intégrales sim- 
ples. Celle qui se rapporte à xest 


(ee) SA 
[ CT EP 
0 


Or, en faisant 
% b L 
ay arctang= et r—(a+ b?)° ; 


on a (Moicwo, Calcul intégral, p. 309) 
Fa RE Lo ÿ—1 \ 
EA LUE ei [TR 
0 À 
tu 
on a donc, en posant & — arc tang 7? 


CO 


eus —1L ox V— 
L ae De TE ri), 
l 
0 (a+ u?) 


On obtiendra de même les deux autres intégrales. Ainsi, 


of 


en posant 


42 
6 — arctang 72. 


u 
7 = arctange, ; 


on aura 
abgfor)e tr rr SU 


+1 


v 


n 


LIL 


(ot+ ur)" (et+ ut) 


(a+) 
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Pour avoir la valeur de l'intégrale proposée, il faut 
réduire V à sa partie réelle. On'aura donc 
er ubtEorD (7) ee f sinucos(/la+ m6+ny)du 

4x 0 u(ai+ PEUR a "(ci-L ut) 


4. Si on appliquait la mème méthode à l'intégrale triple 


les limites étant déterminées comme pour l'intégrale S, 
on trouverait 





Se Sd 


Le, RSR 


La même méthode s'applique aussi avec succès à toute 
intégrale multiple de même forme que l'intégrale S ou que 
l’intégrale S’, quel que soit d’ailleurs le nombre des va- 
riables, pourvu que l'inégalité d’après laquelle on doit 
déterminer les limites soit de même forme que l'inégalité 
donnée. 


EE 


: FORMULES PRATIQUES DE QUADRATURE (* ) : 
Par M. PIOBERT. 


on TE nd 


La nécessité d'évaluer les aires des courbes se présen- 
tant fréquemment dans la pratique et dans les intégra- 
uons, cette question a été traitée analytiquement par 
plusieurs géomètres, qui ont plutôt cherché à obtenir 
une grande exactitude dans les résultats que la simplicité 
dans les opérations à effectuer; cependant la commodité 
des calculs est une qualité indispensable à toute formule, 
pour qu’elle puisse devenir usuelle. 

Les méthodes qui conduisent aux solutions les plus 
MR LR A Rs 7e, 


(*) Voir tome X, page 410. 


Lie à mn D, ee SE 





PS 
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simples peuvent étre facilement déduites de considérations 
géométriques. 

4. Th. Simpson, qui a donné une formule très-élégante, 
très-simple et généralement très-approchée, ramène la 
question à trouver la surface comprise entre une courbe 
et un axe, et limitée par deux ordonnées extrèmes € et E 
(fig. 1); puis :] divise cette surface en un nombre pair 


Fig. 1. 





de parties de même largeur L au moyen d’ordonnées équi- 
distantes entre elles. On a alors deux figures faciles à éva: 
luer, entre lesquelles la surface cherchée se trouve com- 
prise, en traçant deux polygones, l’un intérieur ou inscrit, 
l'autre extérieur. Le polygone inscrit est formé par l'axe, 
les deux ordonnées extrêmes et les cordes qui réunissent 
deux à deux les sommets voisins de toutes les ordonnées 
de rang pair. Si l’on nomme I la surface, on a 
ne 22Yp+E)) 

ZYy, représentant la somme des longueurs des ordonnées 
de rang pair, e et E exceptés, comprises entre l’axe et la 
courbe. Le polygone extérieur est en quelque sorte cir- 
conscrit à la courbe, ou plutôt il est formé des tangentes 
x la courbe menées aux sommets des ordonnées impaires 
et terminées aux ordonnées paires comme les cordes du 
premier polygone, puis des petites portions de ces ordon- 





% 
a 
4 
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nées paires comprises entre deux tangentes consécutives. 
Soit € la surface de ce polygone cireonscrit, on a 
GARE y; 


2 y; représentant la somme des ordonnées de rang impair. 

Chaque portion de courbe comprise entre sa corde et 
sa tangente, peut, tant que ces deux droites ne sont pas 
trop inclinées l’une sur l’autre, être considérée comme 
différant peu d’un arc de parabole dont l’axe serait pa- 
rallèle aux coordonnées; mais tout arc de parabole com- 
prend dans sa concavité les deux tiers de la surface du 
parallélogramme circonscrit, aire qui est alors sensible- 
ment égale à celle du quadrilatère formé par la tangente, 
la corde et les portions d’ordonnées qui réunissent leurs 
extrémités. Si S est la surface cherchée, 


| S—14+=(C—1)=3 


(2C+1I) 
al à ; 





h 
= 3(e+4rrit+23r+E), 


formule de Simpson. 

Pour que la corde soit à peu près parallèle à la tan- 
gente au point de la courbe situé sur la mème ordonnée 
que son milieu, il faut que la courbure de l'arc diminue 
sensiblement à mesure que la direction de la courbe se 
rapproche de celle des ordonnées; si cette diminution 
n’est pas aussi grande que dans la parabole à axe paral- 
lèle aux ordonnées, le quadrilatère circonscrit, ou l’espace 
qui sépare les deux polygones, a une surface moins grande 
que celle du parallélogramme également circonscrit au 
même segment , et la formule de Simpson donne une éva- 
luation trop faible pour les courbes convexes, ou dont la 
concavité est tournée vers l'axe, et trop forte pour celles 
dont la courbure est en sens contraire. Cela a lieu égale- 
ment, mais dans des limites plus restreintes, lorsque la 
courbure des arcs diminue plus rapidement que dans la 
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parabole à axe parallèle aux ordonnées, courbe pour la- 
quelle la tangente est paralièle à la corde et la formule de 
Simpson exacte. 

Cette formule, qui donne généralement une grande ap- 
proximation , est beaucoup moins exacte pour les surfaces 
dontles contours ont unecourbure très-prononcée, comme 
pour les sommets de courbe, lorsque les éléments des 
arcs sont peu inclinés par rapport aux ordonnées ; il est 
alors indispensable de changer la direction de ces der- 
nières : ainsi la parabole, pour laquelle la formule est tou- 
jours exacte lorsque les ordonnées sont parallèles à son 


axe, n’est évaluée, dans sa position ordinaire et à partir 


# I 
de son sommet, qu’avec une erreur en moins de PR RETT/ 
? 


de la surface véritable. 

2, Lorsque, comme dans ce dernier cas, la courbure est 
très-grande à l’origine des coordonnées, que la direction 
des éléments de la courbe est peu inclinée sur celle des 
ordonnées et qu’il n’est pas possible de changer ces der- 
nières, il ne faut pas employer le polygone inscrit qui s’é- 
loigne beaucoup de la courbe dans cette partie; mais il 
convient alors de rapprocher le polygone extérieur de 
cette partie de la courbe, en divisant la surface en un 
nombre impair de parties ( fig. 2), et en se servant de la 





= 
e S 


| 
| 
| 
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longueur y, de l’ordonnée située au milieu de la pre- 
2 
mière division: on a ainsi 


(2) om À CR 4) 


formulequidonne, danslecastrès-défavorable de l'exemple 

précédent , moitié moins d'erreur que la formule de Simp- 
Re cf I 

son , c’est-à-dire qui ne diffère que de -—,— de lasurface 


49,495 


véritable de la parabole. Cette méthode réussit très-bien 
dans beaucoup d'intégrations. 

3. Comme dans les circonstances où la formule de 
Simpson est le plus en défaut, le polygone inscrit s'éloigne 
beaucoup du polygone extérieur, on serait tenté de dou- 
bler le nombre de ses côtés, en joignant les sommets de 
toutes les ordonnées , ce qui diminue d’environ moitié la 
surface comprise entre les deux polygones, surface dont 
la répartition en dehors et en dedans de la courbe cause 
l'erreur d'évaluation; mais , par une suite de compensa- 
tions, on retombe encore sur la formule de Simpson. 

On réussit mieux en ne réduisant de longueur que la 
première et la dernière corde , qui, en général, divergent 
le plus de la tangente, et en limitant les autres aux som- 
mets des ordonnées impaires, les seules employées alors 
à Pévaluation de la surface; de sorte que, pour un même 
nombre d’ordonnées connues , on réduit de près de moitié, 
ou dans le rapport de 2 7 +1 à 7 + 2, la longueur des arcs. 
La surface comprise entre les deux polygones étant égale- 
ment beaucoup diminuée dans les points où elle est la plus 
étendue, on n’a pas besoin d'évaluer très-exactement la 
répartition à faire entre les petits triangles mixtilignes in- 
térieurs et extérieurs ; aussi M, Poncelet a obtenu une for- 
mule assez approchée, en prenant simplementla moyenne 
des surfaces des deux polygones inscrit et circonserit. 
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Dans ce cas, le polygone inscrit a pour surface 


int: E — n—1 
J—} (: L'tasne), 





2 PA 
d'où 
(3) S— 








J + C (= eee | 
M 4 HO Exec 
2 4 4 


valeur un peu faible pour les courbes convexes à l’exté- 
rieur, et qui, dans le cas défavorable de la parabole or- 





ns pres ee 1 
dinaire, diffère de la véritable surface de PE 

? 

4. Il est possible d'évaluer très-approximativement le 
rapport des surfaces comprises entre la courbe et les poly- 
gones extérieur et intérieur, en supposant, ce qui est per- 
mis pour de petits arcs, que chacune des portions c£ dela 


courbe ( fig. 3) est composée de deux arcs de cercle ch et 


L'in00 





b't ayant, en c et en t, mêmes tangentes qu'elle, où même 
polygoneextérieur, etmesurant les angles &’et£/descordes 
et des tangentes. En effet, si l’on mène à la corde ct une 
perpendiculaire bo”, telle que aa’, portion d’ordonnée 
comprise entre les deux tangentes consécutives, soit par- 
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tagée de manière que les deux très-petits triangles formés 
par ces lignes soient égaux, on voit que la surface com- 
prise entre le sinus de l'arc cb et la tangente est 


2 
Et (tang &’— sin & cos &’); 


la surface comprise entre le même arc cb et la portion de 
corde cd ou son sinus est 


r?{ ra! A NS L 
— — sin & cos &” |- 
2 \180° 





Le rapport de ces deux quantités 


2 tang «/ — sin 2 & 
r a : / 
SIN 2 


99 


KR = 


? 


n’est fonction que de la grandeur angulaire ou de l’am- 
plitude des portions de la courbe; on peut donc former 
une Table de ses différentes valeurs. 


, Lo 34 30 4° Bo Ge 7° 
1,50000 1,50009 1,50037 1,50082 1,50147 1,50229 1,50331 1,50451 
go 0° 10° 11° (BE 19 140 15° 
1,50590 1,50748 1,50926 1,51124 1,51342 1,51580 1,51839 1,52119 
16° 17° 16° 19° 20° 218 202 241 
1,52422 1,52947 1,530094 1,53464 1,53862 1,54283 1,54728 1,55200 
24° 25° 26° DAS 200 20° 30° 45° 
1,55699 1,56228 1,56787 1,57376 1,57996 1,58649 1,59337 1,75192 


Re MUR ER ER 


1e EE al EL 


Lorsque la direction des extrémités de la courbe ne se 
rapproche pas de celle des ordonnées, il convient de mo- 
difier la valeur de e ou de E; ainsi, quand l'élément 
extrême est parallèle à l'axe, on fait E — y,_; dans l’ex- 
pression de la surface; ce qui revient à prendre pour der 
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nier-côté du polygone inscrit le sinus 4m au lieu de la 
corde t£. 

La Table des rapports R permet d'atteindre à une assez 
grande précision , lors même que les divisions de la sur- 
face comprennent des arcs très-prononcés. Si la courbe 
est divisée en arcs assez petits pour que leur amplitude 
ne dépasse pas 7 à 8 degrés par fe en prenant 


R = 1,50, la correction ne serait que de Ee de la difté- 


rence des surfaces inscrites et circonscrites, qui déjà dif- 
férent assez peu entre elles. On a alors 





SN UE CE EN HÉENTR 
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qui donne une valeur un peu plus grande que celle de la 
surface des courbes convexes; dans le cas très-défavorable 
de la parabole des su TER précédents, l’erreur est de 
I 
603,8 
5. L'évaluation de la surface d’un quart de cercle au 
moyen des différentes formules (1), (2), (3) et (4), pré- 
sente des résultats analogues à ceux qui ont été donnés 
précédemment pour la parabole dans sa position ordi- 
naire. Ainsi, en prenant le rayon égal à l’unité et em- 
ployant dix ordonnées, on a les approximations sui- 


vantes : 
Avec la formule de Simpson (1)..:...... ... — 0,003646 
Avec le polygone circonscrit(2)........ +4 Dr 0001029 
Avec la formule de M. Poncelet (3)......... — 0,001153 
En supposant R— 1,50, formule (4)...... + 0,000130 
Avecla modification de Eétune valeur moyenne 

de RS: AU UNE SE .. —+ 0,000088 


Cette dernière méthode est surtout avantageuse quand 


te 0 +, CT ER" de sf RS 
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on n'a qu'un petit nombre de valeurs d’ordonnées de la 
courbe. Si, par exemple, on n’en avait que deux dans le 
cas précédent , les approximations seraient les suivantes : 


Avec la formule de Simpson (1)............ — 0,041381 
Avec le polygone circonscrit (2)............ + 0,014606 
Avec la formule de M. Poncelet (3)........ — o,014912 
En supposant R— 1,50, formule (4)...... + 0,003206 
Avec la modificat ion de........... He RL TION OOTOGS 
Avec cette modification et une moyenne valeur 

a NE ARE NE à PR Ta Pa Ce + 0,000462 


Ces formules ne sont plus classées de la même manière 
quand les arcs de grande courbure sont placés moins dé- 
favorablement; ainsi, pour l’hyperbole équilatère ayant 
pour équationxy —1, et dans les limites de x =1àx—2, 
en employant dix ordonnées, les approximations sont : 


Avec la formule de Simpson (1)......... + 0,000003039 


Avec le polygone circonscrit(2)......... — 0,000275846 
Avec la formule de M. Poncelet (3) ..... + 0,000123016 
En supposant R — 1,50, formule (4).... — 0,000021978 
Avec la modification de E et une valeur 

moyenne de Ras AL NTM Te Le — 0,000013634 


La formule de Simpson reprend alors ses avantages. 


a —————— rs 








SOLUTION DE LA QUESTION 289 


(voir p. 192); 


Par M. N. DEVYLDER, 


Professeur à l’Athénée royal de Namur. 





1°. Soit d'abord 
CAD — CRE. 


Les deux triangles CAD et CBE sont semblables et four- 
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nissent la proportion 





AD AC 
BE BC 
Mais AC est > BC, puisque l’on a 
AE. 
Donc 
AD >> BE. Gr: @+ TD: 
2°, Soit | 
| CAD << CBE. 
Faisôns l’angle 
CAD = CRE 


La droite AD’ fera, avec la droite CB, un angle AD'B 
plus grand que l'angle ADB, qui forme l'inclinaison de la 
droite AD sur CB; car on a évidemment 


A PA\ 
C + CAD’ > C+ CAD. 


Par conséquent, 
AD 4D9 


NA / Le 9 SE < . sp ns 
Mais, d’après ce qui précède, 


AD'>BE; 
donc, à fortiori. 
AD >> BE. 
3°. Soient | 
AD =—=\BE "et Di Are 





DAC — EBC 





(333) 


ou, ce qui revient au même, 


DAC__EB . 
CAB  EBA 

je dis que l’on aura 
CAB'==CHBA" 


Car supposons que l’on puisse avoir 


= 
CAB CBA, 
al 
on aurait dès lors 
DAC EBC: 


et, d’après ce qui vient d'être démontré, on devrait avoir 


& 
AD =: BE: 
Ex 
Mais, par hypothèse, 
ADIERHE; 
donc | 
D: CHONTAT 


Cas particulier. Si les bissectrices de deux angles d’un 
triangle sont égales, le triangle est isocèle. 

M. E. Lavelaine de Maubeuge (lycée de Montpellier), 
construit un triangle, connaissant la base, la hauteur et 
la bissectrice de l’angle opposé à la base, et démontre 
ensuite : 1° que deux triangles ABC, A'B'C' sont égaux 
lorsqu'on a 


AS RRC=AB-0" 


bissectrice AD — bissectrice AD”; 
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2° dans un triangle rectiligne, au plus peut angle cor- 
respond la plus grande bissectrice, à l’angle moyen la 
moyenne bissectrice, et au plus grand angle la plus pe- 
üte bissectrice. 
Soit, dans le triangle ABC, 
BAS 
alors 
bissectrice AD >> bissectrice BE. 
En effet, 


9 
AD :— AC/ARE UDC DD CAC PTE 
BC — BC.AB — EC.FA ; 


or 


AC. AB >> BC.AB, BA = nn = Es 
donc 
EA >> BD. 
On verra de même que 
EC > DC; 


donc 
EC.EA => DC. BD; 


par conséquent, 


AD > BE. 


Ensuite M. Lavelaine résout la question 289 à peu près 
comme ci-dessus. 
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ÉTUDE GÉOMÉTRIQUE SUR LES REPTOIRES (suite et fin) 


(voir p. 274); 


Par M. PROUHET, 


Professeur. 





Prosième VII. Connaissant la reptoire et l’une de ses 
génératrices, trouver l’autre. 


Fig. 4. 





Soient À la courbe fixe et R la reptoire (fig. 4). Sup- 
posons le problème résolu, et soit B la courbe rampante 
placée quelque part dans le plan, avec l’orientation qu’elle 
conserve dans tout le cours du mouvement. Appelons N 
le point décrivant. 

Lorsquele point M vient en contact en un point M'de A, 
la droite NM coïncide avec N' M'qui lui est égale et paral- 
lèle. En outre, les tangentes aux deux courbes aux points 
M' et N’sont parallèles. De là la construction suivante : 

Ayant pris à volonté un point N'sur la reptotre et un 
point N sur le plan, cherchez sur la courbe À un point M' 
tel, que la tangente à la courbe À en ce point soit pa- 
rallèle à la tangente à la reptoire en N'. Menez NM 
égale et parallèleàN'M': M sera un point de la courbe B. 


(1806: :) 

Remarques. I. Cette construction renversée permet de 
tracer la reptoire par points sans faire mouvoir la fi- 
sure B. 

IT. Il y a réciprocité entre les courbes A, B et R. Si 
l’on obtient R en faisant ramper extérieurement B sur A, 
on aura À ou B en faisant ramper intérieurement B ou A 


sur R. 


S IF. Dumouvement de reptation sous-contratre. 
Fig 2: 





0 B S 


Définitions. 1. Soient (fig. 5) AB un arc de courbe; M 
son milieu d'amplitude, c’est-à-dire le pointqui le partage 
en deux arcs d’égale amplitude; TS la tangente à AB au 
point M; A'B'un are symétrique de AB par rapport à TS. 
Si l’on fait ramper AB’ sur son égal AB, on dira que 
l'arc AB rampe sous-contrairement sur lui-même. 

IT. La reptoire engendrée sera dite elle-même une rep- 
toire sous-contraire. 

IIT. Le point M sera dit centre de reptation. 

Remarques. T1. Le mouvement de reptation amène tour 
à tour À’ en B et B'en A. 

I. Si l’on fait ramper une courbe fermée B sur son 


7) 

égale À, le mouvement de reptation pourra être con- 
sidéré comme sous-contraire; car il est clair que les 
diverses courbes symétriques de A par rapport aux lan- 
gentes de celle-ci présentent toutes les orientations pos- 
Sibles, et, par suite, qu’il y en a une orientée comme la 
courbe B. Il n’en est pas toujours ainsi pour une courbe 
ouverte. | 

Fnéorème VII. Lorsque la courbe AB ( fig. 5) rampe 
sous-contrairement sur elle-même, si l’on prend pour 
point décrivant le point de rencontre des normales ex- 
trémes, la reptoire engendrée sera symétriqueparrapport 
à la bissectrice OO’ de l’angie AOB des normales ex- 
trémes. 

Soient MD et MC deux arcs d’égale amplitude pris sur 
la courbe AB; MD’, MC deux auires arcs symétriques 
des premiers par rapport à TS, et, par conséquent, aussi 
d'égale amplitude. Se 

Le point C’ étant amené en D par le mouvement de 
reptation , O’ sera amené en O” à l'extrémité d’une droite 
O"O” égale et parallèle à C/D. De même, D’ étant 
amené en C, O’ passera à l'extrémité de la droite O’ O” 
égale et parallèle à D’C. | 

Mais C'D = CD’, et, de plus, ces deux droites sont 
également inclinées sur l’axe de symétrie TS. 

Donc O’O/ et O'O” sont égales et également inclinées 
sur OO’. Donc O” et O”” sont symétriques par rapport à 
O0”, et, par suite, la reptoire a tous ses points symé- 
triques deux à deux par rapport à l’axe OO’. c. Q. r. D. 

Remarques. I. Les deux normales extrêmes de la rep- 
toire sont égales entre elles, et égales à la somme des nor- 
males extrêmes OA et OB de la courbe primitive. 

IT. La normale OO’ de là reptoire est double de la 
perpendiculaire abaissée sur la tangente menée à AB par 


le milieu d'amplitude de cet arc. 
Ann, de Mathémat., 1. XI, (Sept. 1854.) 29 
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III. Si l’on imagine une courbe, telle qu'une cllipse, 
ayant deux axes de symétrie et quatre sommets, si l’on 
prend pour centre de reptation le milieu d'amplitude de 
l'arc compris entre deux sommets consécutifs, on obtuien- 
dra une réptoire ayant quatre axes de symétrie et huit 
sommets. Cette reptoire, qu’on peut appeler du premier 
ordre, fournira une reptoire du second ordre ayant huit 
axes de symétrie et seize sommets, et ainsi de suite. 

IV. Soit 2 À la longueur commune des grands axesde sy- 
métrie de la n°”° reptoire , et 2 B la longueur des petits 
axes. Si 2 À est un maximum absolu et 2 B un munimum 
absolu parmi les diamètres de la reptoire, alors ilest clair 
que celle-ci sera comprise entre deux circonférences de 
rayons À et B. Ces deux circonférences, divisées par 2”, 
donneront deux limites comprenant la courbe primitive. 

Pour que À soit un maximum absolu et B un minimum 
absolu, parmi les rayons vecteurs de la reptoire (le 
pôle étant au centre de la courbe primitive), il suffit que 
le rayon vecteur soit continuellement croissant ou dé- 
croissant d’un sommet de la reptoire au sommet voisin. 
Mais cette condition n’est pas indispensable. 

Ces restrictions ne sont pas mentionnées par Bernoulli 
pages 437 et suivantes, page 445. À cette époque (1707), 
il n’applique ses théorèmes d'approximation qu à des arcs 
de courbe avec lesquels il parvient à composer une courbe 
de forme elliptique, ce qui n’est possible que si l’ampli- 
tude est une partie aliquote de 2 x. On verra plus loin 
qu’on peut se passer de ce procédé, et Bernoulli lui-même 
parait y avoir renoncé. 

Prosiëme VIII. Transformer un arc de courbe en 
d'autres arcs d’égale longueur, mais d'espèces diffé- 
reriles. 

En faisant ramper sous-contrairement l'arc proposé, 
on obtient une reptoire double en longueur, mais par- 








# 


CA 
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tagée en deux parties égales par ur axe de symétrie. Une 
de ces parties résout le problème proposé. En opérant sur 
ce second arc comme sur le premier, on en obtiendra un 
troisième, et ainsi de suite. 

On résout encore le problème en faisant ramper inté- 
rieurement l'arc donné sur un autre ou semblable et de 
longueur double. 

Remarques. T. Si la courbe proposée est algébrique, 
il en sera de même de la reptoire, car l’équation de cette 
dernière s’obtiendra par une élimination entre des équa- 
tions algébriques. 

IT. Lorsque la courbe proposée est un cercle, la rep- 
toire est aussi un cercle, et l’une des conditions du pro- 
blème n’est plus remplie; mais on peut procéder à cet 
égard de la manière suivante : 

Soit x°+ y° = a? l'équation d’un cercle; construisons 
une courbe donnée par les équations 


UD ET n° SD dl 
DS PTS TAN SR: 


3 a? 


Le calcul montre que la différence entre la longueur d’un 
arc de la nouvelle courbe commençant à l’axe des y et celle 
d’un arc du cercle commençant au même axe et terminé 
au point (X, y) s'exprime par une quantité algébrique. 
Quand y = 0, la partie algébrique disparaît, et l’arc de 
la nouvelle courbe est égal au huitième de la circonférence 


, X?+ 3 2 — >: 


proposée, ou à une circonférence ayant pour rayon g 
rayon qu'on peut considérer comme donné. 

III. En faisant ramper l’un sur l’autre deux arcs sem- 
blables à un arc donné a, l’un égal à ma, l’autre à na, 
on obtiendra une reptoire égale à (m + n) a, ce qui per- 
mettra de transformer un arc en un autre, en général d’es- 
pèce différente, ayant un rapport donné avec l'arc pro- 
posé, et cela d’une infinité de manières. 


22 
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Taéorime IX. Soient AB | fig. 6 (*) | un arcconvexe; 
OA, OB ses normales extrêmes : ©, son amplitude. Si l'on 
suppose qu'un rayon vecteur, couché d’abord sur OA et 
se mouvant vers OB, en ayant.son extrémité sur lare, 
soit toujours croissant, On aura 


(1) arc AB < 5.0B. 
(21 arc AB > &.0A. 
| Fig. 6. 





KE 
N 


(9) 

Décrivons du point O, avec OA pour rayon, l’arc de cer- 
cle AD qui rencontreOB en D, et, avecOB commerayon, 
l’arc BC qui rencontre OA prolongé en C. D’après l’hy- 
pothèse, l’arc AB devra être compris tout entier dans le 
quadrilatère mixtiligne ACBD. | 

Si l’on mène AE tangente à l’arc AB et, par suite, 
perpendiculaire à AO, on aura 


arc AB <Z AE + arc EB. 


Mais la perpendiculaire AE étant moindre que l'oblique 
EC et, à plus forte raison, que l'arc CE, on aura 


arc AB arc CE + arc EB, 
<T arc CB, 
ou bien 
arc AB < 5.0B. 





(*) I s’est glissé dans cette figure quelques inexactitudes que le lecteur 
corrigera facilement en s’aidant des indications du texte. 
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Pour démontrer la seconde partie, replions la figure. 
autour de OB : nous aurons, parce que l’arc ABA' enve- 


loppe l’arc ADA', 


arc ABA’ > arc ADA', 
2 arc AB >> 2 arc AD, 
arc AB > &.0A. 


Remarques. 1. Si du pointO on abaisse des perpendi- 
culaires sur les diverses tangentes à l'arc AB, le lieu des 
pieds de ces MR Héulatres sera un arc tangent à AB 
aux points À et B, et dont tous les autres points seront 
en dehors de AB. 

Il. Le rayon vecteur du nouvel arc sera, comme celui 
de l’arc primitif, croissant de OA vers OB. 

Cette remarque, conséquence de la règle (*), pour me- 
ner les tangentes à ces sortes de courbes , nous dispensera 
plus tard de chercher l'équation de la reptoire. 


Fig. 7. 





0 A 


Leume. — AB (fig. 7) est un arc de courbe d’une am- 
plitude w, et dont les normales extrémes se rencontrent 


(*) Ricuarn, Nouvelles Annales, tome Il, page 436, 
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au point O. AC et AD sont des arcs d’amplitudes complé- 
mentaires « et 5 — a. Le point O' est le point de la 
reptoire sous-contraire qui correspond au point C. Enfin, 
OP, OQ, OR sont des perpendiculaires abaissées sur 
les tangentes à AB et à sa reptoire, menées par les points 


C, Det O'. Je dis qu'on a 
OR = OP + OC. 


En effet , dans le mouvement de reptation , la tangente DQ 
vient coïncider avec la tangente CP et OQ avec O0’ Q' 
perpendiculaire à CP. D'un autre côté, O’ R tangente à 
la reptoire est parallèle à CP. On a donc, à cause du rec- 


tangle R O'Q’P, 
OR — OP + PR — OP + O0’ Q' — OP + OQ. c. Q. Fr. ». 


LA 


Remarques. 1. Si lon pose 
OP—P{a), :0Q—P(w—4), OR—=P,{(«};, 


le théorème que nous venons de démontrer s’exprimera 
par l'égalité 
P,(æa)=P(a)+P(&—a). 

IT. Supposons que la première reptoire en engendre 
une seconde en rampant sous-contrairement sur elle- 
même, le centre de reptation étant le milieu d'amplitude. 
de l’arc compris entre deux sommets consécutifs; que la 
seconde en engendre de la même manière une troisième, 
et ainsi de suite. Désignant par P, (x) la perpendiculaire 
abaissée du centre sur une tangente à la °°° reptoire, : 
nous aurons 


P,(«)—P,(«)+P, (E—«): 


puisque = est l'amplitude d’un élément (*) de la pre- 





(*) Nous entendons ici par élément d’une reptoire l'arc compris entre 
deux sommets consécutifs 
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mière reploire; mais 


Pi(x)=P(«)+P(o—a), 
P, (E—.) =P(5—«) Ep (S+e) 
Donc 


P.(a)=P(a)+P (Ta) +pP (+4) +P(a — a). 


On trouvera, pour la n°" reptoire, en posant 2°= 2m, 


P,(æ)—P(« un 





ra] 
III. Si l’on suppose alternativement &« —0,a4 — —» 


2m 
I 2 & 4 © 
—P(o)+P— )+P|— 
2 2m 2m 


+ P (25) +...+P (= :) +2P(a) 


2m) 2 In 


mn) (+ ÉD r(ss te] 
2m 2m 2m 2m 


Taéonème X. Les mémes hypothèses et notations étant 
conservées, comme aux théorèmes précédents, l'arc AB 
est compris entre deux arcs de cercle d'amplitude & et 
ayant respectivement pour rayons 


P, (0) (a) 


2 
2 1 2m 


on aura 


PO) = © 





pourvu que la longueur désignée par P, (x) soit con- 
stamment croissante ou décroissante lorsque l’ angle o 


Varie de 0 à —: 
2 nn 
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En effet, si P, (+) est constamment croissant où dé- 
croissant ({Léor. IX, Rem. 11), il en résulte que le rayon 
vecteur de la #°”° reptoire est lui-même constamment 
croissant ou décroissant pour tout un élément de cette 
reptoire : ses valeurs extrêmes sont donc P, (o) et 


P &, lélé dela nie VS 
Abel et, comme l'élément dela » reptoire a pour 


TD ; } 
amplitéde ——; on en conclut que cet arc est compris 
2 In 


entire 


2 1 2 In 21n 


\ 
ps (o) et D: P, (=) : 


ce qui démontre le théorème, puisque l'élément de la 

n°" reptoire est égal à AB et que les limites précédentes 
( 8 q P 

peuvent s'écrire 


D ï & | 
Î n roi 
2 m 


P, (o 
5 £ ) CD Sr: 
2.17 21m 
o \ 
P, 4 
1 2 7h . + 
fi Cmarques. Ï TETE une moyennearithmétique 
mr 


entre les longueurs des perpendiculaires abaïssées du 
point O sur les côtés de rang pair d’un polygone équiangle 


P'e0) 


de 2m + r côtés circonscrit à AB. Re représente aussi 
mt ’ 


une moyenne, en ne comptant que pour un seul terme la 
demi-somme des normales extrênres. 

Du théorème sur les rayons de courbure des reptoires 
(4, I), il résulte que pour des reptoires d’un ordre de 
plus en plus élevé la courbure diminue de plus en plus, 
de sorte qu'un élément de la reptoire diffère de moins en 
moins d'une ligne droiteou d’un arc de cerele detrès-grand 


. Pre. = 


POS 2 
PRE 


AE CT CASE, + : 


Dean 


DA à PEL US 


re 
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rayon. On voit donc que si z augmente indéfiniment, la 
fonction P, (+) doit finir par remplir la condition énoncée, 
c'est-à-dire être toujours croissante oudécroissante quand 
on passe d’un sommet de la 7°”° reptoire au sommet voi- 
sin. Le théorème est donc vrai pour z — ® , et, par 
suite, | 

Un arc de courbe AB, remplissantles conditions énon- 
cées plus haut, est égal à un arc de cercle de méme am- 
plitude et ayant pour rayon la limite de la moyenne des 
perpendiculaires abaiïssées du centre d'amplitude de l'arc 
AB sur les côtés d’un polygone équiangle circonscrit à 
cet arc. 

LT. Dans tout ce qui précède on a supposé m = 2"-!; 
mais, en écartant comme nous l’avons toujours fait, le cas 
des points singuliers, des courbes sinueuses, etc., les 
diverses fonctions que nous avons considérées doivent 
être ou finir par être toujours croissantes ou toujours 
décroissantes dans les limites où nous les faisons varier. 
De sorte que, si elles remplissent les conditions énoncées 
pour m1 = 2"7", quel que soit n, on conçoit qu'elles les 
rempliront encore lorsqu’on supposera m égal à un nombre 
entier quelconque. 

IIT. Soit AB — s un arc d'amplitude &. Partageons-le 


” 27, G œ er RE 
en m parties d'égale amplitude —; et désignons par p la 
L/7] 


perpendiculaire abaissée du centre d'amplitude sur la 
tangente menée en l’un des points de division. On aura, 
d’après ce qui précède, 





2p sen TD 
— lim 2p - —; 
nm m 


Lol 
S — F pd. 
oO 


s = lims: 


ct, par conséquent, 
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Cette formule à été donnée par Bernoulli (tome IV, 
page 89) sans démonstration ; mais il dit qu’elle est une 
conséquence de la théorie des reptoires, ce qui montre 
qu'il connaissait le théorème X, dont l'énoncé ne setrouve 
pas cependant dans ses OEuvres. 

Lorsque les perpendiculaires ne sont pas abaïssées du 
centre d'amplitude, il faut, pour avoir la longueur de 
l'arc s, joindre à l’intégrale précédente une partie algé- 
brique, que le lecteur trouvera sans peine. 

Cette formule se trouve aussi dans Legendre (Fonc- 
tions elliptiques; tome IT, appendice). M. Faure l’a aussi 
démontrée dans les None Us Annales, 1. XI, p. 397 


à propos d’une formule relative aux surfaces. 


Applications. 1. Lorsque la courbe AB est un quart 
d'ellipse, on trouve, en désignant ses axes par 24 et 


2 b, 
BP (x) = Va? cos? & + b’sin’« 


et la fonction P, (x) se décompose en binômes, dont cha- 
, . TD .. » 
cun est décroissant de « — 0 à — si l’on a a >> b. Le théo- 
I7è 


rème X est donc applicable à l’ellipse, quel que soit %; 
mais on peut le présenter sous une autre forme. 

Prenons sur une même droite (*) CD — b, DE — a, 
et décrivons sur CE comme diamètre une demi-circonfé- 
rence. Soit l’arc CM — 24; on trouvera facilement que 
DM — Va? cos’ a + b° sin? a — P (x). 

Cela posé, partageons la demi-circonférence en 2"=— 2m 
parties égales. Numérotons les points de division à partir 
de A,0,1,2,..., 2m, et désignons par Po» P:, etc., les 





(*) Le lecteur est prié de faire la figure. 
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rayons vecteurs correspondants. Enfin soient 


18. + Po + Pr + Ps... + + Pim 
3 nt À 
Pi Pa Fee + Pimi 

ARS LL La TM MEURE Ent 


mn 


M 





le périmètre entier de l’ellipse sera compris entre deux 
circonférences ayant pour rayons M, et NE 

II. De là ce corollaire : La moyenne des distances d'un 
point pris dans l’intérieur d’un cercle à tous les sommets 
d’un polygone régulier d’une infinité de côtés inscrits 
dans ce cercle, s'obtient en divisant par 27 le périmètre 
d’une ellipsequi aurait pour demi-axes la plus grande et la 
plus petite distance du point considéré à la circonférence. 

Le cas de b —0 fournit aussi un théorème intéressant 
que nous n’énonçons pas et qui permet d'approcher in- 
définiment de rt. 

UT. En appliquant le théorème X à des courbes recti- 
fiables, on aura, suivant la remarque de Leïbnitz, de nou- 
veaux moyens d'approcher du rapport de la circonférence 
au diamètre. 

Ces exemples suflisent pour montrer les avantages que 
peut offrir la théorie de Bernoulli, comme instrument de. 
recherches ou de démonstration. Âu reste, suivant une 
remarque qui nous à été communiquée par M. Terquem, 
cette théorie est susceptible d'une grande extension. 

Si, sur une surface S, on trace une courbe C,etqu'on 
fasse mouvoir une surface S' parallèlement à elle-même, 
de manière qu’elle touche constamment S en un point 
de la courbe C, chaque point de S’ décrira une courbe, 
gauche en général, et qui devra jouir de propriétés ana- 
logues à celles dés reptoires. Si l’on imagine que la sur- 
face S soit engendrée par le mouvement d’une courbe C 
qui changerait de forme et de position suivant une loi 
donnée, et qu’on fasse tour à tour ramper S' suivant les 
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diverses génératrices de S, l’ensemble des reptoires en- 
gendrées par un même point de S’ formera une surface 
qu'on pourrait nommer reptoriale, et dont il serait inté- 
ressant d'étudier les relations avec les deux surfaces qui 
lui donnent naissance. Peut-être reviendrons-nous sur ce 
sujet. 


QUESTIONS SUR LA PERSPECTIVE-RELIEF. 


Ï n’y a qu’un point indivisible qui soit le 
véritable lieu de voir les tableaux; les autres 
sont trop près, trop loin, trop haut, trop bas. 
La perspective l'enseigne dans Part de la pein- 


ture. Maïs dans la vérité et la morale, qui 


l’assignera ? 
Pensées de PAScAL, 1f€ partie, art. VI. Foi- 
D ? 
blesse de l’homme. 


F. Soient À,, À,, À, , EtC., une série de points en ligne 


droite, et a;, & , &3, elc., une série de points aussi en 
ligne droite, et tels que les droites A, a;, Aa, A,as, etc., 
passent par lemème point O. Qu'’une série de plans paral- 
lèlesentre eux soient menés par les points A;, A:, A,,etc., 
dd, 43, etc. Désignons ces plans par les noms plan A,, 
plan A, , etc. Supposons des figures quelconques tracées 
dans les plans A; mettons la figure A, en perspective 
sur le plan a,; la figure À, sur le plan a,, et ainsi de 
suite. Nommons modèle le système des figures A, et 
perspectwe-relief où bas-relief le système des figures 
perspectives a. Il s’agit de démontrer géométriquement 
et analytiquement : 


1°. Trois points en ligne droite, dans le modèle, sont 


en ligne droite dans le bas-relief; 


2°. Ces deux droites, modèle et bas-relief , se ren- 


contreni : 


D: 
) 
re 
ne. 
“ 
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3°. Tous les points de rencontre analogues sont sur 
un même plan, dit plan d’homologie ; 

4°. Quatre points sur un mème plan quelconque dans 
le modèle sont sur un même plan dans le bas-relief; 

5°. Les intersections de ces deux plans, modèle et bas- 
relief, sont sur le plan d’homologie; 

6°. Les mêmes propriétés subsistent si les plans a 
toujours parallèles entre eux ne sont plus parallèles aux 
plans A ; 

7°. Si le modèle est une surface de degré #, le bas- 
relief est une surface de mème degré. 

Observation. Le célèbre graveur Abraham Bosse (*), 
dans son 7raité des pratiques géométrales et perspec- 
tives (1665), donne des règles de bas-relief qu'il dit tenir 
de son ami Desargues. Les ennemis de ce grand géomètre 
demandèrent que Bosse fit disparaitre ce nom des ouvrages 
qu'il publiait sous les auspices de l’Académie; il répon- 
dit : qu'en homme d'honneur il ne devait et ne pouvait 
ôter ce nom. On a vu parfois des géomètres éviter avec 
soin la nécessité de faire une telle réponse en ne nom- 
mant personne. C’est très-prudent et fort commode. 
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Cours D'ALGÈBRE SUPÉRIEURE, professé à la Faculté des 
Sciences de Paris par M. J.-A. Serret, examinateur 
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1 planche. Paris, 1854. — Prix : 10 francs. 


L'unité dans la variété est, selon Kant, le caractère du 





(*) Né à Tours en 1611, y est mort en 1678. 
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beau. Adoptant celte définition , nous avons devant nous 
un très-bel ouvrage. La théorie générale des équations , 
c'est l'unité, la pensée dominante. Les congruences de 
Gauss, les substitutions combinatoires de Cauchy et Ja- 
cobi, quelques propriétés des nombres et même des pro- 
positions de géométrie incidemment liées à la théorie 
générale, forment cette diversité qui facilite le travail. 
Alternis facilis labor, dit le chantre de l’agriculture. 
Cette Algèbre supérieure est-elle complète? Non. On y 
cherche vainement la théorie des déterminants qui cir- 
cule aujourd’hui dans toutes les parties de la science; 
vainement la théorie des homogènes, des formes, qui 
présentent l’analyse sous un aspect tout nouveau. Nous 
signalons d’autant plus volontiers ces fâcheuses lacunes, 
qu’elles peuvent être facilement remplies avec ce talent 
d'exposition, cette supériorité de vue et de spontanéité, 
types du génie analytique du célèbre auteur de lÆ/gèbre 
supérieure. C’est un complément qu’on a droit de récla- 
mer et qu'on peut espérer d'obtenir. Voilà ce qui est en- 
core à désirer. Montrons ce qu’on a obtenu : Faisant l’in- 
ventaire de louvrage, on verra que tous les géomètres 
qui voudront lire, et pour ceux-ci seuls il est possible 
d'écrire, pourront connaître l’état actuel de la théorie 
équationnelle ; les travaux de Galloïs, d’Abel, de Cauchy 
sur cette partie de la science. Mais avant d'aller plus 
loin, il est juste de reconnaître qu’en trente lecons le 
savant professeur ne pouvait pas épuiser le sujet, etqu'’on 
lui doit de la reconnaissance pour le grand nombre de 
faits analytiques qu'il a décrits et développés. La pre- 
mière leçon (r-11) roule sur les fonctions symétriques. 
Toute équation a une racine. Cette proposition a été long- 
temps admise sans démonsiration. Euler et d'Alembert 
ont compris qu il fallait une démonstration, et ont pré- 
senté des essais. M. Gauss à réussi; depuis, M. Cauchy a 
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développé le procédé de M. Gauss, et MM. Liouville et 
Sturm ont éclairei ce développement. Ces travaux étant 
maintenant exposés dans des Traités élémentaires, M Ser- 
ret n'en parle pas : c’est à regretter; car un esprit aussi 
lucide, aussi investigateur, ne touche à rien sans l’amé- 
liorer. L'existence d’une racine entraîne l’existence d’au- 
tant de racines qu'il y a d'unités dans le degré de l’équa- 


_tion. Chaque racine est évidemment fonction du degré et 


des coefcients de l'équation : fonction d’une nature trans- 
cendante, entièrement inconnue, et qui devient algé- 
brique pour les quatre premiers degrés, et même pour 
tous les degrés, lorsqu'il existe certaines relations entre 
les coeflicients, et Gallois a le premier établi que, lorsque 
ces fonctions sont exprimables en radicaux, on peut 
toujours les trouver. Quoi qu'il en soit, les coefficients 
de l'équation sont des fonctions symétriques de ces ra- 
cines, combinées une à une, deux à deux, etc., selon une 
observation de Newton. En combinantces coefficients entre 
ceux par voie d'addition et de multiplication, on pourrait 
en déduire, mais d’une manière pénible, toute fonction 
symétrique en fonction des coeflicients de l'équation. 
Newton a indiqué la méthode récurrente pour trouver 
directementlasomme des puissances des racines ; etcomme 
on peut toujours trouver le terme général d’une série 
récurrente, on a donc aussi la méthode #7dépendante. 
Mais Waring a découvert par induction la loi, etl’a ensuite 
démontrée en faisant voir que, si elle est vraie pour un 
degré donné, elle subsiste aussi pour le degré suivant ; 
mais M. Serret, dans la Note (page 431), dérive cette loi 
d’une formule que Lagrange a donnée pour calculer la 
somme des puissances négatives des racines, formule 
qu'il déduit du coeflicient de x” dans le développement 
1— fx 


selon les puissances croissantes de x, de ——", 
k I ‘ u — x + f (x) 


(952) 
L ‘ 
« est une constante. Remplacant x par = et appliquant 


la formule de Lagrange, on parvient d'une manière assez 
laborieuse à celle de Waring. 

Toute cette Note appartient à M. Genocchi ( Nouvelles 
Annales, tome XIT, page 260). Pourquoi ne l'avoir pas 
cité? Le même analyste nous a envoyé une nouvelle dé- 
monstration fort simple, très-ingénieuse, d’un théorème 
de M. Cauchy, que nous donnerons par la suite (#bid, 
page 269), ainsi que ce beau théorème, que nous devons 
à M. le professeur Brioschi : 

Soit l'équation 


LT He a, LT Qi LE + + An = 0, 
on à 
HS RS TEL OS 0 
002) PTIT VOTES 
930 As ADO 
UD is Gron Go el C 


fr, Ars Aplge . : Ai 
Lorsque r > n, on fait 
Cnil in Mn = = 0 


Les séries récurrentes étant représentées par une suite 
indéfinie d'équations périodiques du premier degré, les 
déterminants cramériens apparaissent naturellement. En 
combinant par additions et multiplications les sommes 
des puissances semblables, on obtient l’expression des 
fonctions symétriques eztières en fonctions de ces sommes. 
La forme indépendante a été donnée par Waring (Wou- 
velles Annales, tome VIII, page 77). M. Serret dé- 


montre cette formule de la même manière que Waring, 








E 
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(as) 
en faisant usage d'une notation différente (Note IT, 
page 442). On trouve 


i—), —),—),...); À À, ), 
= (—:) WT T ER Ti T Pa 


Ti 3 Ls3+.. , L; SOnt 1 racines de l’équation. 

Gi X23+.., &; Sont des nombres positifs entiers; les 
sommes S peuvent avoir un seul indice at Sx, » ou bien 
deux indices S,, +4. , Sx, + «, etC., OU trois indices et au 
plus indices Sea 00 2 Considérons*uhtseul 
terme de la somme È cherchée. Représentons par À le 
nombre des $ à un indice; par À, le nombre des S à deux 
indices , et ainsi de suite; comme il n y à en tout que c'in- 
dices et que nous supposons ces indices tous différents les 
uns des autres, on a évidemment 


M+2h+ 3) +... Hi —i, 


T (À, 2... À;) représente la fonction symétrique en S du 
terme qui renferme À, fois des S à un indice; À, fois des 
S à deux indices, etc. Parexemple, soité=4;T (r1,0,1, U) 
a pour typeS,, Su,+z+x, et pour développement 


S,., S + FETE SF Se, Su Hg x 


my Se. Se + œ, Tapas dant (EL 


Les l désignent des produits continuels : ainsi 
RATES Rp 


et le signe Z du second membre se rapporte à l'équation 

en z donnée ci-dessus. Il est évident que À; ne peut avoir 

d'autres valeurs que zéro et 1, et dans ce dernier cas tous 

les autres À sont nuls. Cette notation rend plus facile la 
Ann. de Mathémat., t, XIII, (Sept. 1854.) 23 
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démonstration de Waring, savoir, que si la formule est 
vraie pour ?, elle subsiste également pour i+ 1. N étant 
le nombre de termes qui composent T (4,,...4;),ona 


T(i+i) 


Ni 2 — > 
r(2}n D(3)»... rfi) lui) (hi). Du) 





Si, parmi les indices, y, sont égaux à A1; Le A He CID 
il faudra diviser le second membre de l'équation ci-dessus 
par L'(pi+ 1) l'(u:+ 2), etc. 





Si l’on a 
Li = Ln = Leo à = Us 
on obtient 
NRA ETNNE 
(— DA res ; à à. 
2 S 2 ; iL'rRe, ic 


11,9%... ,4T(XH1)T (+)... TX Hi) 


Z est toujours relatif à l’équation + 2,+...+il;= 1, 
etau moyen de cette dernière formule, on peut calculer 
un coefficient quelconque de l’équation donnée, en fonc- 
tion des sommes des puissances semblables des racines; il 
suffit de faire & — 1. 

Nous ajouterons ici une observation qui est souvent 
utile. Soient 


D T IY R s  Nasi ee OU TM NNRES 


on peut trouver en fonction de x, une fonction symétri- 
que quelconque des y; car, dans l’équation 


(an) y) En). 0, 


tous les coeflicients sont connus, au moyen des dérivées 
de l'équation donnée. 
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La seconde lecon (15-32) est une continuation, On in- 
dique la méthode de Waring pour calculer une fonction 
symétrique entière en fonction des coeflicients de l’équa- 
tion, mais pour des cas particuliers seulement, et on ne 
démontre pas la formule générale (voir Nouvelles A{n- 
nales, t. VIII, p. 78). 

Méthode de M. Cauchy pour calculer une fonction 
symétrique entière; très-belle sous le point de vue théo- 
rique, mais d’une pratique fatigante: celle de MM. Des- 
maret et Abel Transon semble préférable de beaucoup 
(Vouvelles Annales, t. IX, p. 75). 

Le dernier terme de l'équation aux carrés des diflé- 
rences occupe une place importante dans certaines re- 
cherches analytiques et géométriques (*). 

On indique le procédé de M. Cauchy pour déduire ce 
dernier terme relatif à l'équation de degré 7 du terme 
analogue et relatif à l'équation de degré # —r, et dans une 
Note (p. 472) on lit une méthode nouvelle, qui semble 
fondée sur la méthode indiquée par M. Joachimsthal 
(Nouvelles Annales, 1. IX, p. 98) et même ne pas en 
diflérer essentiellement. 

La troisième lecon (page 33-48) contient le moyen de 
calculer l'équation qui a pour racines une fonction ra- 
uonnelle et 707 symétrique des racines d’une équation 
donnée , et la méthode de Lagrange pour calculer l’équa- 
tion aux carrés des différences. On établit ce théorème 
donné et démontré par Wantzel : 

Toute fonction rationnelle non entière de plusieurs 
racines d'une équation peut étre remplacée par une 
Jonction entière des.mémes racines (Nouvelles Annales, 
tome IV, page 61, note). 

Application à l'élimination, degré de l'équation résul- 


Un 


(*) Le discriminant des géomètres anglais. 
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tante, et dans les cas particuliers, la méthode Minding 
pour déterminer ce degré (Note VI, page 465). Cette 
méthode est fondée sur le parallélogramme de New- 
ton, analytiquement arrangé par Lagrange (Lacroix, 
Calcul différentiel, tomel, page 108, 2° édition; 1810). 
Application à deux équations à deux inconnues (*). On 
choisit pour exemple deux équations incomplètes, l’une 
du sixième degré et l’autre du treizième, et le procédé 
Minding donne une équation finale du cinquante-hui- 
tième degré*{page 4795), et l’auteur ajoute : € La limite 
assignée par le théorème de Bezout est 6.13 ou 78 ». Cela 
est vrai pour le théorème général ; mais Bezout indique 
aussi les cas particuliers où le degré s’abaisse. Il est à 
regretter que M. Serret ne se soit pas enquis de la mé- 
chode d'élimination de Bezout, dite du polynôme-multi- 
plicateur, qui me semble la plus générale, la plus exacte, 
ja plus conforme à l’état de la question; car l'équation 
finale n’est autre chose que la somme de toutes les équa- 
ons données multipliées chacune par un polynôme tel, 
que dans l'addition toutes les inconnues, hormis une 
seule, disparaissent. La détermination des degrés et des 
coeflicients de ces polynèmes multiplicateurs ne dépend 
que de la résolution de systèmes d'équations du premier 
degré; les autres méthodes en usage sont même défec- 
tueuses en ce qu'elles ne donnent pas les valeurs infinies 
qui correspondent à des valeurs finies. 

Exemple. Soient deux équations complètes du second 
degré à deux inconnues x et 73 l'équation finale en x 
er celle en y ont respectivement pour premiers termes 
Mx*, My’, de sorte que, lorsque M= 0, x et y dis- 


paraissent simultanément, et les équations ne peuvent 
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(*) Voir le théorème de M. Finck ({ Nouvelles Annales, tome IV, pages 109 
et 20/4 ), 
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désigne»-le cas où x' disparaissant, y reste. Cela n'ar- 
rive pas dans la méthode de Bezout. 

Avant de quitter ce sujet, je solliciterai l'explication 
d’une difficulté relative à l’élimination. 

Soient 7 équations complètes à n inconnues : la pre- 
mière équation de degré m4, la deuxième de degré m:,.….., 
la nième de degré m, ; les coellicients sont présentés par des 
lettres. Supposons que l’on ait éliminé 72 — 1 inconnues. 
L'équation finale, étant la plus générale possible, doit s’ap- 
pliquer à tous les cas particuliers et les comprendre tous. 
Or c’est un cas particulier lorsque l'équation de degré m: 
est le produit de mn, facteurs linéaires ; l'équation m,, Île 
produit de m1, facteurs linéaires , et ainsi des autres; dans 
ce cas, il est de toute évidence que le système admet 
My Me Ms... m, solutions, car on a autant de systèmes 
d'équations du premier degré. Chaque inconnue est donc 
susceptible d'autant de valeurs et pas davantage, et l’é- 
quation finale générale devant donner toutes ces valeurs, 
doit donc monter au moins au degré m1 mamsz...m,. Si 
l'équation finale générale était d’un degré plus élevé 


MN Die he ps F9 


il faut que dans le cas particulier quenous avons considérée, 
on ait g — 0, c'est-à-dire les qg premiers termes devraient 
disparaître; ce qui annonce qu outre les mi MoeMs...m, 
valeurs, il y a encore g valeurs infinies: les systèmes d’é- 
quations linéaires seraient donc satisfaits par plus de 
Mi Mo Ms «ee Mn valeurs, ce qui est impossible; donc q est 
zéro dans le cas général, et l'équation générale finale est 
nécessairement de degré m3 M2 Ms... Mn. Voici mainte- 
nant ma difficulté. Ces considérations si simples se sont 
sans doute présentées à bien des géomètres qui ne les ont 
pas produites, parceque le raisonnement renferme quelque 
vice. Quel est ce vice ? 


(358) 

On a omis une propriété fondamentale des fonctions 
symétriques , démontrée par M. A. Transon ( Nouvelles 
Annales, tome IX, page 83), propriété essentielle qui 
fait connaître le degré des lieux géométriques. 


(La suite prochainement.) 


GRAND CONCOURS DE 1854 (fin) 


( voir page 298 ) 





CLASSE DE LOGIQUE. 


SECTION DES LETTRES. 


Première question. Démontrer que , si l’on fait tourner 
un parallélogramme successivement autour de deux côtés 
non parallèles, les volumes engendrés seront en raison 
inverse de ces côtés. 


Seconde question. Calculer le côté d’un losange, sa- 
chant que ce côté est égal à la plus petite diagonale, et 
que la surface du losange équivaut à celle d’un cercle de 
10 mètres de rayon. 


CLASSE DE SECONDE. 


SECTION DES SCIENCES. 


Première question. Inscrire dans une sphère ün cône 
dont la surface convexe soit équivalente à celle de‘la ca- 
lotte sphérique, se terminant au même cercle, 


Seconde question. Calculer les côtés d’un triangle, 
sachant que le périmètre est égal à 1,90, et que deux 


angles ont respectivement pour valeur 35°19/15/ et 
62° 43/30#. 
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CLASSE DE TROISIÈME. 
SECTION DES SCIENCES. 


Première question. Étantdonné un triangle quelconque 
ABC, on diminue le côté AC d’une quantité arbitraire 
AA’, et l’on augmente le côté BC d’une quantité égale BB”. 
Démontrer que la nouvelle base A'B° sera coupée par 
l’ancienne dans le rapport inverse des côtés primitifs AC 


et BC. 


Seconde question. Calculer à moins d’un millimètre, 
et sans le secours des logarithmes, la circonférence qui a 
pour rayon la diagonale d’un carré de 0",5 de côté, et 
faire voir que l’on a obtenu l’approximation demandée. 

Observation. Ces questions très-bien rédigées valent 
infiniment mieux que celles qui ont été données aux classes 
mathématiques proprementdites. On ÿyreconnaît la touche 
d’un professeur professant. 








FIN DE LA QUESTION RETIRÉE 


(voir p. 297 ). 





1°, Construire la normale à la courbe au moyen du 
mode de génération de cette courbe; 

2°, Démontrer que la droite qui joint le point décri- 
yant au centre du cercle fixe décrit des aires proportion- 
nelles aux angles que parcourt là droite qui va du centre 
du cercle mobile au point décrivant. 

Observation. On garantit le sens et non le texte de 
cette fin, qui est la partie la plus curieuse de la question. 

Le 1° est facile, mais le 2° paraît difficile si l’on n’em- 
ploie pas le calcul infinitésimal. 
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THÉORÈMES SUR LA DÉCOMPOSITION DES NOMBRES EN 
SOMMES DE CARRÉS. 





1. Le nombre des solutions de l'équation 
X? + 9 VESTE 


est égal au double de l’excès du nombre des diviseurs de 7 
qui sont de l’une des deux formes 


8-+ LNTIS CH + 
sur le nombre de diviseurs qui sont de la forme 
Bu) 16 7.  (Leseune-Diricurer.) 


2. » est un nombre impair positif; le nombre des so- 
lutions de l’équation 


fn = + 21 + YF? + 2° 


est égal à la somme des facteurs de 7, lorsque #, x, y, z 
sont des nombres impairs. (Jacosr.) 
3. Soient m» et p deux nombres premiers, et 


P= Nr +T; 


soit g une racine primitive relative au module p, et soit 
la congruence 


e SRE 
BAL le 


e étant l'indice de a, c'est-à-dire que, pour des exposants 
inférieurs à e, la congruence n’a pas lieu. Donnant à & 
successivement toutes les valeurs de la suite 


RE RE NT Pr EN ve ge (P—2)(p— 1) 


bre … LÉ Le 
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(doubles des nombres triangulaires) , si 


a, est le nombre des indices e de la forme m», 


a, id. m+I, 
a; id. m+2, 
4; id. m + à, 
A4 id. m+m—I1, 


nous aurons 


2p—=(a— &) + (a — a) + (a — a) +...+ (am — @o).. 
(LEBESGUE.) 
4. (2a— D) + 30°= (20 — a) + 3 a2— (a + b}+ 3 (a —b} 
= 4 (a?— ab + b?), 
un des quatre nombres a, b,a + b,a— bestdivisiblepar3. 
Observation. On a dit qu'il fallait admettre dans 


x? + y? =— 002, 
comme une solution de décomposition, 
65?— 65° + o° (page 270). 


On oppose à cette assertion qu'il faudrait admettre : 1° que 
le zéro est un entier; 2° que chaque carré est toujours dé- 
composable en deux carrés; 3° que le tout est égal à sa 
partie. Donc il semble que, pour éviter ces trois absur- 
dités, la décomposition 65? + o? ne doit pas être admise. 
Nous répondons que, analytiquement parlant, zéro est 
le premier des nombres entiers pairs ; que, dans le même 
sens, un carré est non-seulement décomposable en deux 
carrés, mais en mille carrés. Il y a une foule de questions, 
où zéro est admis analytiquement comme une solution (*). 
Je ne comprends pas la troisième objection. 





(*) Par exemple, tout nombre est la somme de quatre carrés, ( FERMAT. } 
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SECONDE SOLUTION DE LA QUESTION 263 


(voir t. XIT, p. 319); 


Par M. G. BELLAVITIS, 


Professeur à l’Université de Padoue, 


Er M. KORALEK: 


Soit l'équation 


3432 2° — 12012 x + 16632 xt — 11550 x + {200 x° 
— 756 2° + 56 x — 1 — 0, 
Posons 


I 
RES — 
Y + à 
on obtient 


345 35 


3432 7° — 1386 y5 + = GI —0. 


2 


Cette équation est la septième dérivée de l’éauation 
q P q 


/ I 7 
br) =0 


. . » \ . I 4 a 
qui a sept racines égales à + -, et sept autres égales à 
2. : 


I À ’ \ * L 
un. donc, d'après le théorème de Rolle, l'équation 


donnée a sept racines réelles. CO FT: 
Note du rédacteur. Soit À, x? le terme d’une équation ; 
la n°" dérivée de ce terme est 


PP— 1: pr HA; PT; 


on peut donc écrire de suite la n°” dérivée d’une équation 
quelconque, et si l'équation donnée n’a que des racines 


des 
. e 
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réelles, il en sera de même de l'équation dérivée dont les 
racines seront comprises entre celles de l'équation donnée ; 
il est donc facile de former des équations à racines réelles 
irrationnelles, et comprises entre des limites données 
(voir question 191 , tome VIT, page 368); mais M. Ko- 
ralek a déterminé la valeur des racines irrationnelles, et 
voulant donner un exercice, l’habile calculateur n’avait 
pas à s’enquérir de l’origine de l'équation, ni de sa sim- 
plification. En divisant l'équation en y par y et faisant 
ensuite y? — z, on obtient 


| 315 30 
3432 2 — 13862 +: —0, 
2 8 
équation du troisième degré, susceptible d’une solution 
trigonométrique que nous devons à M. Koralek. 
L’équation peut s’écrire 











NÉNESL PR ONE OT Oo. 
572 2288 27456 
En posant 
29} 
3 = Ÿ + 3.572 — +R 
on obtient 
212772 13552 
+R SES 2 40/7 2 0 #e 
Soient 
Sn RTE 
TEE 
et 
TE 13552 
2 Sin 35 — re 
OH 
ui 3696 
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54200 
3.572 


PES Op 


on aura 
bi TrSiN®; Pr SIN (60° — %) 
et 
m=—7r sin (6o° + p}). 
log sin 3 — log 54208 — log 3 — 3 log b92 — 3log 7 

— 4,7340634 — 0,4771213 —8,2721880 
+ 2,9205g00 = 7,6546534 — 8,7493095 
— 8,9053441 — 10; 


de là 
39 — 4290408605 
donc 
CEA de A Fed 
et, par suite, 
log »,— log r + log sin y = — 0,9735300 + 8,428040? —10 
= 0,4551102 — 3, 
donc 
1"e racine v, = 0,002851742. 


log »,— log r + log sin(60°— +) = log r + log sin 58° 27" 45" 
— — 0,9735300 + 9,93059145 — 10 
— 0,95706145 — 2, 


donc 
2° racine , = 0 ,09058007. 
log(—+;)—= log r + log sin (60°+ +) 
—= log r+logsin 61° 32’ 15” 
= — 0,9735300 + 9,9440527 — 10 
—. 0,9709227 —2, 
done 


3° racine v, = — 0,09343782. 








(005. } 
Pour avoir les valeurs de z, il suflit d'ajouter suCCeSsSi- 
; | 


77 


vement aux valeurs de #,, pe et #3 la fraction Sn 
72 


On a 


M MPURT 


donc 
za vit 0134615384 = 0,137467126, 
2 — v, + 0,134615384 — 0,225201454, 
av, + 0,134615384 — 0,041177564. 
Pour avoir les valeurs de x, il suffit d'extraire les ra- 


cines carrées de z:, Z2 et z3, et d'ajouter 0,5 aux six 
valeurs qu’on obtient ainsi. On a 


Vz, = 0,330 765 506, 
V2 — —+Ho,474 553 953, 
Vzs=—+o,202 922 557, 
donc 
a: —=0,9 + V2; 21= 0,5 E V2, 26 — 0,5 Vz, 
ou 
2 —=0,870 765 595, 
2:20,829 234 406, 
X3=—03974 5531093; 
x; — 0,025 446 047, 
MAO 7001022007 
2 0,297 077 443. 
En les écrivant dans l’ordre ascendant de grandeur, 


on à 
x, —= 0,025 446 047, 
xz: = 0,129 234 405, 
2, 0,297 077 443, 
= 0,702: 022,597; 
r, = 0,870 765 595, 
Té— 0:07 098 993: 
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Nous ne pouvons pas compter beaucoup sur l’exacti- 
tude des deux dernières décimales, car nous n’avons pris 
les logarithmes qu’avec sept décimales ; néanmoins, nous 
sommes portés à les croire exactes, car l'application de 
la méthode de Graeff nous a donné d’une manière irré- 
cusable les valeurs qui suivent : 


ME :0;, 025 446 ( 
T1 0,120 234 ( 
Rs 0 TNT 
Xi — 0,702 922 


( 

( 
x, — 0,970 765 (6 

( 


ESS 





Ze —= 0,974 554 (o 
MÉLANGES. 


1. Sur certaine définition. On attribue tantôt à Pascal, 
tantôt à Bossuet cette définition : Dieu est une sphère 
dont le centre est partout et la circonférence nulle part. 
Cette pittoresque définition, empruntée à la géométrie, 
appartient à maître Rabelais : « Cela faict, il (Bacbuc) 
» nous emplit trois oires (*) de l’eau fantastique, et ma- 
» nuellement nous les baïllant, dist : Allés, amys, en 
» protection de ceste sphère intellectuelle de laquelle, 
» en tous lieux, est le centre et n’ha en lieu aulcune cir- 
» conférence que nous appelons Dieu (Panunee, liv. V, 
» Chap. 47). » 

Rabelais, d’un savoir immense, supérieur à son siècle 
par un admirable bon séns, a été forcé, pour éviter le 
bûcher, de noyer ses pensées dans un océan d’excentri- 
cités les plus échevelées, 





(*) Petites outres. 
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Voici comment s'exprime Pascal : « Tout ce que nous 
voyons au monde n’est qu’un trait imperceptible dans 
l’ample sein de la nature. Nulle idée n'approche de l’é- 
tendue de ses espaces. Nous avons beau enfler nos con- 
ceptions, nous n'enfantons que des atomes au prix de la 
réalité des choses. C’est une sphère infinie dont le centre 
est partout, la circonférence nulle part. Enfin c’est un 
des plus grands caractères sensibles de la toute-puissance 
de Dieu , que notre imagination se perde dans cette pensée 
(Pensées, 1'° partie, art. IV, Connaissances générales 
de l’homme). » 

2. Problème Pothenot. Trois points A, B, C étant 
déterminés sur une carte, connaissant les angles sous les- 
quels on voit les distances AB, BC d’un quatrième point, 
on construit celui-ci par l'intersection de deux arcs de 
cercles, d'après le théorème des segments capables, On 
attribue ordinairement la découverte de ce procédé topo- 
graphique à Laurent Pothenot. En effet, la solution de 
ce problème est donnée par Pothenot dans le tome X des 
Mémoires de l’Académie, 1692. Mais la solution avait 
été donnée vingt années auparavant par John Collins, 
dans les Transactions philosophiques de 1691, d'après 
une question proposée par Townley. Un géomètre hol- 
landais réclame même en faveur de Snellius. Je ne con- 
nais pas l'endroit : c’est peut-être dans son £ratosthenes 
PBatavus, que je n’ai pas encore consulté. Ce procédé à 
été employé avec beaucoup de succès par Beautemps- 
Beaupré, pour ses célèbres cartes hydrographiques des 
côtes de France (*). 





(*) Dans l’Exposé des méthodes pour lever les cartes, etc., Beautemps— 
Beaupré dit ( page 21) avoir tiré ce procédé de : Essay on nautical survey ing 
de Dalrymple, 1771 ; seconde édition, 1786. Les segments capables sont in 
diqués page 6. 
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Laurent Pothenot a succédé en 1711 à Roberval, dans 
la chaire de Ramus, qui n’a pas été remplie depuis. 
Nommé de l’Académie en 1682, il en fut exclu vers 1699, 
à cause de ses absences trop fréquentes. Mort en 1732, il 
a été inhumé à Saint-Étienne-du-Mont. 


3. Problème de navigation. Ayant observé les hau- ” 
teurs de deux astres, dont on connaît les ascensions 
droites et les déclinaisons et aussi l'intervalle de temps 
écoulé entre les deux observations , déterminer la hau- 
teur du pôle et l’heure. 

Ce problème important et fort compliqué a attiré de 
bonne heure l'attention des géomètres. 


à - 


Pierre Nonius s’en est occupé dans son ouvrage De 
crepusculis (*); Robert Hues, dans son ouvrage De globis 
et eorum usu. Lugduni, in-8, 1537. C’est Douves qui, 
le premier, a donné une forme pratique. Sa méthode se 
trouve dans le premier volume des Mémoires de l’Aca- 
démie des Sciences de Harlem, et Pembroke a démontré 
cette méthode dans Îles Philosophical Transactions , 
vol. LI, partie IT, 1760 , page 910. 

Molweide, Littrow, Lobatto, Caïllet (Pierre) (*), etc., 
y ont travaillé. La solution la plus générale est due à 
M. Gauss: Methodum peculiarem elevationem poli 
determinandi explicat, simulque prælectiones suas 
proxima semestri habendas indicat D. Canorus Fri- 
DERICUS (rauss, astronomiæ P. P. O. Gœttingue, 1808. 








(*) Né à Alcazar (Portugal ) en 1492; mort en 1517. Ses Opera mathe- 
matica ont été publiés à Basle en 1592. 


(*) Le Manuel du Navigateur, par Pierre Caillet, professeur de l’École 
de navigation de Paimbœuf. Nantes, 1818, in-80 de 239 pages. Ouvrage 
rare et qui contient une solution très-pratique. Le savant examinateur des 
Écoles d’hydrographie est le fils de l’auteur. Les Anglais attribuent cette 
solution à M. Ivory, qui ne l’a donnée qu'en 181 ( Phil. Magazine., 'Au- 
gust). 





É 
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Le travail le plus récent est celui de M. Grunert 
(-Archiv. der Math., iome XIV, page 1 ; 1850) 

4. L'Observatoire impérial. Pour occuper certains em- 
plois dans l’Administration des tabacs, dans celle des té- 
légraphes, il faut avoir passé par l'École Polytechnique, 
c'est-à-dire avoir subi publiquement plusieurs examens 
sérieux, sur des programmes connus d'avance et de tous. 
Pour entrer à l'Observatoire impérial, usine à calculs, 
ilnya, à ce qu’on sache, ni examens, ni programmes, 
ni publicité. Un tel état de choses ne semble pas conve- 
nable. Il est juste pourtant de reconnaître que cette clan- 
destinité n’a jusqu'ici entraîné aucun inconvénient. Les 
travaux des jeunes astronomes attachés à l'établissement 
montrent bien qu’on a fait d'excellents choix. Toutefois, 
nous conformant à l’esprit de nos institutions , ne devrait- 
on pas dorénavant réserver ces places, soit à des élèves de 
l'École Normale, soit à des élèves de l’École Polytech- 
nique, ou bien ne les accorder qu'au concours? Nous 
soumetions cette idée au célèbre directeur, qui à tant à 
cœur d'environner l'Établissement de toutes les garanties 
de science et de studieuse application. 

9. Système duodécimal. M. Vincente Pusals de la | 
Bastida m’écrit de Madrid sur un Systema natural de los 
numeros descubierto : Découverte d’un système naturel 
des nombres. Ce système est celui qui a pour baser 2. Outre 
les avantages d’une divisibilité par 2, 3, 4, 6, M. de la 
Bastida fait ressortir ceux-ci. Tout nombre écrit dans ce 
système qui commence à droite par un 2, est divisible 
par 2, mais non par 3, 4, 6; si le nombre commence 
par un 3, il est divisible par 3, mais non par 2% 40e 
le premier chiffre est 4, le nombre est divisible par 4, mais 
non par 3, 6, eic. D'après ces avantages, l’auteur pro- 
pose de quitter l’arithmétique décennaire (barbara) pour 
l'arithmétique duodénaire (perfecta).En France, M. Gau- 

Ann. de Mathémat,, 1. XI. ( Octobre 1854.) 24 
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‘hier est du même avis (Comptes rendus, 1. VIT, p. 238, 
1838; t. XXVI, p. 255, 426, 1848; t. XXVIIT, p. 91, 
557; 1849). 

Ces deux opinions feront difficilement renoncer les na- 
tions civilisées à l’introduction de la division décimale 
dans leurs systèmes métriques et monétaires. M. de la 
Bastida n’est pas bien informé lorsqu'il dit que el sys- 
tema metrico decimal ne puede sostenerse en Francia , 
sino haciendo una continua violencia a los pueblos : 
« Le système métrique ne peut se maintenir en France, 
qu’en faisant continuellement violence aux usages du 
peuple » : cela a cessé d’être vrai. Le système métrique 
décimal est entré et entre de plus en plus dans nos habi- 
tudes; au lieu de demander des tiers et des demi-tiers, 
des quarts et des demi-quarts, les dames demandent tant 
de centimètres, et leurs robes n’en sont pas moins bien 
faites ; de même pour les autres mesures. La faible divi- 
sibilité de dix est même favorable à l'esprit d’exactitude. 
C’est probablement ce qui a fait dire à Lagrange qu'il eût 
été avantageux d'adopter pour base un nombre premier. 

6 De za Lonre (Nouvelles Annales, t. XII, p. 205). 
Voici le titre de la 1°° édition : Éléments de Fortifica- 
tion, 1° partie, qui contient l’Arithmétique de l’ingé- 
nieur francois; où l’on verra plusieurs nouvelles mé- 
thodes, etc. Paris, 1685, in-4. 

7. M. Henri Fleury fait observer qu'avec quatre droites 
données de longueur, on ne peut construire que trois tra- 
pèzes, lorsque cela est possible. 

8. Le calendrier et la boussole. Ces deux inventions 
ont nui à la popularité de l’astrognosie. Autrefois, avant 
l'existence du calendrier, les paysans étaient obligés de 
consulter, dans leurs travaux agricoles , les levers et cou- 
chers héliaques, cosmiques, acronyques de certaines 
constellations. Sans ces données astronomiques, plusieurs 


SEE MERE NEA 
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passages de Virgile, d'Ovide, de Columelle, de Varron, etc. 
sontinintelligibles (*)}. Aujourd’hui les paysans se dirigent 
d’après le calendrier, et n’ayant plus besoin de constella- 
tions, ils ne les connaissent plus. De même pour les pro- 
nostics de la température, on observait Arcturus, les 
Hyades , les Pléiades, la brillante de la Couronne, etc. : 
aujourd’hui les étoiles sont remplacées par les saints du 
calendrier, saint Jean d’été, saint Jean d'hiver, saint Mé- 
dard , sainte Luce, etc. Avant la boussole, les marins se 
dirigeaient d’après les étoiles ; il y avait deux constella- 
tions principales directrices: chez les Grecs la grande 
Ourse, et chez les Phéniciens la petite Ourse.‘Les Pléiades 
tirent même leur nom de la navigation (7x, naviguer). 

Aujourd'hui la boussole est la directrice, et les marins 
ne connaissent plus les étoiles. C’est une erreur de croire 
qu'elles servent encore à la navigation; on s’en sert, mais 
très-rarement, pour des opérations scientifiques et qu’on 
fait à terre; comme on ne peut avoir d'horizon à bord des 
bâtiments, les observations y deviennent impossibles. 

9. Jdcirco certis dimensum partibus orbem 


Per duodena régit muni Sol aureus astra. 
(GEorc., lib. X, 2381.) 


« C’est pourquoi le blond soleil du monde trace à tra- 
vers douze constellations l’orbe (annuel) divisé en degrés 
déterminés. » 

Les Latins désignent les degrés par partes, à l’imita- 
tion des Grecs. Ordinairement, on entend ici par partes 
les saisons, mois et jours. Dimensum me semble plutôt 
se rapporter à une division en degrés, et l’épithète certis 





+ 


(*) Pourquoi nos Traités de cosmographie destinés aux études classiques 
ne font-ils aucune mention de ces phénomènes? Une Table de ces levers et 
couchers se trouve dans l’Astronomie si instructive de Lalande, t, I, p. 334 
(2€ édition). 


24: 
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veut dire ce qui est bien fixé. Les quatre spondées consé- 
cutifs marquent peut-être la lenteur du mouvement an- 
nuel comparé au mouvement diurne. 

10. Dans un Traité élémentaire de Mécanique auquel la 
position de l’auteur assure un grand débit, on lit qu'on a 
bien fait de supprimer la théorie des couples, parce qu'on 
ne les rencontre jamais dans la nature (textuel). Nous 
rappelant un dicton grec, nous nous abstiendrons de com- 
battre une telle assertion. Voici ce dicton : Lorsque quel- 
qu'un avançait une proposition d’une absurdité flagrante, 
granitique , et qu un autre survenait pour réfuter sérieu- 
sement une telle proposition, les Grecs disaient du pre- 
mier qu'il voulait traire un bouc, et du second qu'il tenait 
l’écuelle. Je ne veux pas tenir l’écuelle. 


SOLUTION DE LA QUESTION 205 (Srresor) 
(voir t. VILI, p. 107) : 
Par M. FAURE, 
Officier d’Artillerie. 


Soient PT une courbe sphérique, O un point fixe sur 
la sphère, et PQ un grand cercle tangent à la courbe 
en P. Menons un grand cercle par O faisant, avec OP, 
un angle POR, complément de OPQ ; abaissons de M, 
milieu de OP, un arc MN perpendiculaire à OR , et pre- 
nons le point R de manière que OR soit divisée en parties 
égales au point N. Le grand cercle RS tangent à la courbe, 
lieu de R, fera, avec OR, un angle ORS — OPQ (voir 
la figure dans les planches du tome VIIT). 

Démonstration géométrique. Si, du point M comme 
pôle avec un rayon sphérique égal à OM, on décrit un 
cercle, il passe par les points P et R. Ce cercle contient 
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aussi le point infiniment voisin du point R de la courbe 
dont il s’agit. Le grand cercle RS est donc à la fois tangent 
à cette courbe et au cercle M. Le rayon MR étant per- 
pendiculaire à ce grand cercle, on a 


ORS — 90° — ORM — 90° — POR — OPQ. 


Démonstration analytique. Prenons le point O pour 
pôle, un grand cercle quelconque passant par O pour axe 
polaire. Désignons par 9 l’angle dont la tangente trigono- 


AE : do ; ; . 
métrique est Sin 7 —; €el par celui ui a pour tangente 
x dr PAR { P "6 we. 
sinr, do, 


> ON aura AUSSI 
dr, 


ang + 7, do, 
TAN QUE NES + À 
d,tang 57. 


le triangle OMN donne 








: RE 
PU Rs ps 
d’où 
2 2 cos" +7 
et - 
tango, — — Peu tang do, de 
sin 7 do + tangodr 
Mais 
tango deiSin 7 do, 
donc 
Rae" ann, 
ue de + do 
mais 


Di.,0 ip —" 00°, 
1? \ » : 
d'où résulte 
do + do = do: 
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done 
tango = Lang oi. 

Remarque. En faisant dériver d’une courbe queleonque 
donnée une série de courbes se succédant d’après la loi 
indiquée, le théorème que l’on vient de citer fournit une 
formule pour la rectification d’une quelconque des courbes 
de la série. (Srreor.) 

Je désigne par r,, w, les coordonnées polaires d’un 
point de la courbe qui occupe le 7°” rang dans la série 
des courbes dérivées, et par s, son arc. On a 


DRE LE © 

Le Sin &; Lo; sin? © do? 

HE 1 D } —+- De a ag dr, L +- : -e 
Odré dr? 


On trouve facilement, en passant d’une courbe à l’autre, 








f LS 
tang re tang — # Sin"; 


par suite 
esnri—i L + np AS de 3 
S0"—'@ | Sino + » sinr cose —" | dy 
LEE y dr 
Nr ” 


cos’ + r (1 + tang?5rsin‘o) 





On peut déduire de Fà immédiatement 


ini —| [ ÿ 3 : , d'y 
sin" (angp + 72 Sin / ss dr 
ar 
PCR ER RE a 0 
6 cos’? r (1 + tang'}r sin") : 


puisque ds cos o = dr,. 
Si l’on veut avoir l'expression de l'arc au moyen de & 
et r, on différente l’équation 


L sin 7 de 
APCQ ==, nr, 
89 dr 
ce qui donne 
dd? do 
SinPur- re Cosr 

dm dr? di 

dr % ; [ 

I —- sin? / ETES 

dr: 
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et l’on élimine o dans la valeur précédente de 49,. On 
trouve 





ds, = 2tangirdr (sin r nt |" sinr A +- Per + (nr cosr +1) æ | ? 
ri k dr? dr” dr 
et au lieu de prendre la courbe (w, p) pour courbe primi- 
tive, on peut supposer qu'elle dérive elle-même d'une sé- 
rie d’autres courbes se succédant d’après la même loi. 
Jappelle w_, r, les coordonnées du point de la courbe qui 
serait tel, qu'après 7 dérivations successives on obtienne 
le point w, r de la première courbe. Soit aussi s_, son 





à are, je vais faire voir que son expression peut se déduire 
1 de celle de s, en changeant le signe de 7, ce qui justi- 
: fiera la convenance de la notation employée. Aïnsi que l’a 
L fait M. W. Roberts dans un travail analogue sur Îles 
à courbes planes, on pourra donner à ces courbes le nom 
: de négatives, tandis que celles qu’on a obtenues en pre- 
3 mier lieu seront dites positives. 

En désignant, comme précédemment; par o l'angle dont 
- la tangente serait 
sinr, do, 
AT 
À on à 
s tang Le PR tang — r sin" y; 
À 2 2, Ê 
| on a, du reste, 

ER LT, 
COS © 


el 


do 
51 — (n +1 « 1 PER - 
sin o—(##1) (sine n sinr cos? ) dr 











SAP PT 24 


cos’ £r (1 + tang’£r sin") 


2 








( 376 ) 
Par suite, 


(4 
sin (#+1) p (rang p—2SiINnr a) dr 


der 





cos’! r (1 + tang’rsin-"o) 


Or c’est bien là l’expression de ds,, dans laquelle » au- 
rait Changé de signe; il en sera aussi de même relative- 
ment à la valeur de ds,, chtenue en fonction de w et r. 

En regardant la sphéro-lemniscate de seconde espèce 
comme la première d’une série de courbes se succédant 
suivant la loi indiquée, l'équation de la n°"° courbe entre 
les coordonnées polaires sphériques r,, ©, sera 


2 
> 


22 


ï 2 1 +1 k An A1 f > NE 
tang — r — (tang x) COS | ——— w, |- 
2 m +1 


(Voir tome IX, page 309, STREROR. } 








L’équation de la courbe primitive est 
< li 
tang?— 7 — tang’« COS 2 w. 
2 


En adoptant la rectification précédente 


sinr do  tang; r do 
tango = ——— 22 
dr dtangir 
Îa eourbe donne 
de tang = 7 
A EE 
tang + > tang? à Sin 2 
Done 
ï 
ANG O = — ————— ; 
tang 2 w 


par suite 


T 
D. "+ 2 « 
, 2 


2. 
"1 
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On trouve facilement 


Oo —=nP+rw—n: 


bIA 


donc 
On = (272+ 1): 


mais 


I Etre 1 
GA F Tan — lang el sin” © —tang x r COS" 2 w. 


Élevant au carré et remplaçant tang? : r par sa valeur 
tang®& COS 20, On à 


1 
lang?— 7, = tang’« cos’ "T2; 
2 


et comme 
3 
on+1 
il en résulte 
t 2 | t - “ 
ang? —7, = tang’a COS —— 
Do ô DÉPIT QUE 


ce qui revient à l'énoncé de M. Strebor. 








TRIANGLES POLAIRES RÉCIPROQUES ET TRIANGLES POLAIRES 
RÉCIPROQUES SUPPLÉMENTAIRES. 


4. Soient un triangle sphérique ABC ; et 


A’, A" les pôles de l’arc BC, 
B’, B’ id. AC, 
CRC id. AB. 


En combinant les six pôles trois à trois, et rejetant les 
combinaisons où entrent les mêmes lettres, on obtient les 
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huit triangles 
A* BR: EN: A’ B’ CR 
AD CAT 0 
A! C: Hi PAS tri B’ : 
B’ t4 A", B’ re AC j 
Chacun de ces huit triangles est polaire réciproque rela- 


tivement au triangle donné ABC. Soit, par exemple, le 


triangle AB’ C”, 


A” est le pôle de BC, 
B” id. AC, 
C” id, AB ; 


donc 


C est le pôle de A” B”, 
B id. ACT 
A id. B’” C”. 


La distance de deux pôles est égale, soit à l’angle formé 
par les grands cercles correspondant à ces pôles, soit au 
supplément de cet angle. Les côtés et les angles d’un 
triangle ont donc des relations d'égalité ou des relations 
de suppléments avec les angles et les côtés du triangle 
donné ; mais parmi ces triangles polaires , un seul n’a que 
des relations supplémentaires. UN est désigné sous le nom 
de triangle supplémentaire. 

L'idée des triangles polaires est de Viète : « Si sub api- 
» cibus singulis propositi tripleuri sphærici describantur 
» maxi circuli : tripleurum ita descriptum, tripleuri 
» primum proposüi, lateribus etangulis est r'ecipr'OCUM. » 
{Opera mathematica, page 418; Lugd. Bat. , 1646.) 

Les grands cercles étant décrits avec des rayons sphé- 
riques , il est évident que les sommets sont les pôles des 
grands cercles. La construction de Viète implique les 
huit triangles, mais l'énoncé ne semble se rapporter qu'au 
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triangle supplémentaire. Viète se sert de deux autres 
modes de transformation. Le premier, qu’il nomme 
22r avæmMipor, par supplément. Prolongeant les côtés jus- 
qu'à leurs seconds points d’intersection , on obtient ainsi 
trois nouveaux triangles. Le second mode, qu’il nomme 
enallagen rasuteyænxm , changement de côtés en angles et 
angles en côtés. II mêle ces deux modes, ce qui amène 
d’inutiles complications. Maïs le premier qui aït décrit 
et employé explicitement le triangle polaire supplémen- 
taire, c’est le célèbre géomètre hollandais Snellius : Sex 
angulis dati tripleuri tanquam polis, maximi ctreuli 
describantur, comprehendent tripleurum cujus latera 
et anguli, laterum et angulorum primi datorum residuis 
reciproce respondeant. C’est la proposition VIII du li- 
vre IIT (page 120) de l’ouvrage suivant: Willebrordi 
Snellit à Royen R. F. doctrinæ triangulorum canonicæ 
libri quatuor, quibus canonis sinuum, tangentium et 
secantium constructio, triangulorum tam planorum quam 
sphæricorum expedita dimensio breviter ac perspicue 
traditur ; post mortem auctoris in lucem editi a Martino 
Hortensio Delfensi qui istis problematum gæodesicorum 
et sphæricorum tractatus singulos adjunxit quibus præ- 
cipuarum utriusque trigonometriæ propositionum usu de- 
claratur. Lugduni Batavorum, 1629 ; in-8 de 224 pages. 

Snellius ne prétend pas être l'inventeur du théorème, 
car il en dit : Theorema hoc perutile est et sequentibus 
demonstrationibus libri 4 peroportunum, atque a pleris- 
que varie sollicitatum, ac legibus non necessarüs alli- 
gatum: quod nos üs vinculis liberatum generaliter hic 
proponimus. | 

Il a seulement délivré ce théorème a winculrs ; cela 
signifie probablement qu'il a débarrassé le problème 
des inutiles complications de Viète et d’autres. Dans le 
livre quatrième, où il se sert du triangle supplémentaire 
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pour calculer les côtés, les angles étant connus , il adopte 
Ja dénomination de Viète, ennalagen 7 xeupoyænxr (lib. IV, 
p. 2.2. p. 186). L'ouvrage de Snellius a été édité par 
Martinus Hortensius, jeune géomètre ami de l’auteur: 
après la dédicace aux États généraux de Hollande, vient 
la préface où Hortensius dit que l'impression était com- 
mencée, lorsque l’auteur fut attaqué de la maladie dont 
il est mort (13 octobre 1626), à l’âge de trente-cinq ans, 
et, selon l’usage du temps, on lit deux épîtres louan- 
geuses en vers adressées à Hortensius par Hugo Borel et 
Joh. Corneli Waardanus. L'ouvrage est accompagné de 
Tables de sinus, formant un ouvrage à part, avec une 
autre pagination et un autre titre, portant la date de 
1626 , et a été imprimé du vivant de l’auteur. Mais Hor- 
tensius avertit qu il ne faut pas trop se fier à ces Tables, 
l’auteur étant déjà malade lors de la révision. 

Les initiales R. F. qui accompagnent le nomde Snellius, 
signifient Rudolphi Filii. Le père était aussi professeur 
de mathématiques à l’Université de Leyde, et le fils lui a 
succédé en 1613 ; Rudolphe Snellius est auteur de l’ou- 
vrage suivant : ARudolphi Snelli in P. Rami geometriam 
prælectiones, cum lectissimis Lazari Schæneri et Jo- 
hannis Thomæ Freigi explicationibus, ad præcipua 
quæque elementa statim adjectis illustratæ. Francof. ex 
off. typogr. Johannis Saurü impensis hæredum Petri 
Fischeri. MDXCVT; in-8 de 361 pages. 

Le fils est surtout célèbre par son £ratosthenes Bata- 
pus; de terræ ambitus vera quantitate suscitatus. Leyde, 
1617; in-4. L'auteur, à ving-six ans, a donné le premier 
une méthode pour mesurer un degré terrestre qui est en- 
core en usage, et a aussi le premier mesuré avec quelque 
exactitude un degré terrestre. Ses papiers restèrent entre 
les mains de Hortensius, et, depuis, les héritiers de ce 
professeur les montraient sans difficulté. Huyghens dit y 
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avoir fu un volume complet (volumen integrum) d'op- 
tique où Snellius donne la véritable loi de la réfraction, 
volume qui n’a jamais été publié, et Huyghens ajoute que 
Descartes a eu aussi ces papiers en communication. Cette 
assertion d’un personnage aussi considérable jette quelque 
ombrage sur la découverte du philosophe. Toutefois, son 
nom doit y rester attaché; car, dans les sciences, la pu- 
blicité seule constitue un droit à la priorité, à moins 
qu'un plagiat ne soit authentiquement constaté, et Des- 
cartes, gentilhomme et ancien officier français, était es- 
sentiellement homme d'honneur. 
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Cours D'ALGÈBRE SUPÉRIEURE: par M. Serret (suite 
pl 
(voir t. XIII, p. 357). 


Leçon: quatrième (49 - 67).— La méthode d'éliini- 
nation par les fonctions symétriques ne donne pas la 
correspondance entre les valeurs des inconnues. M. Liou- 
ville, à l’aided'un procédé indiqué par Poisson, remédie à 
cet inconvénient; c’est par là que commence cette lecon. 
(Voir Nouvelles Annales , tome VI, page 295). Cela re- 
vient aussi à chercher la racine commune à deux équa- 
tions; question dont se sont occupés Lagrange (cad. 
Berlin, 17970 et 1971) et Abel (Æ4nnales de Ger- 
gonne, tome XVII) (*). Ces deux théorèmes qui termi- 


(*) On a oublié d'insérer ce Mémoire dans les OEuvres complètes d’Abel 
publiées par M. B. Holmboe. Christiania; 2 vol. in-4 ; 1839. 


BOB] 
nent la leçon n'étant pas dans nos Ænnales, nous croyons 
devoir les consigner ici, 
Théorème de Lagrange. 
LE 
Soient 
CO YT) = a pi l E p  p 


(SIP. (x) = a gr a 7 EE EE 


(ao La 


les a sont les n racines de l'équation (2e 
Formons l'équation 


(3) (2—f(a)(z—f(a)...(2—f (a) = 0. 


Autant cette équation aura de racines nulles, autant les 
équations (1) et (2) auront de racines communes; les 
coefficients de l'équation (3) sont donnés par la théorie 
des fonctions symétriques et sont des fonctions entières de 


P: P25°.) Ti T5... ne 


Mais on peut déduire ces coefficients par différentia- 
on du dernier terme de l'équation (3). En effet, soit 


M fai) Pa) (en) 
(V est une fonction entière de p,,.….., Pas Ji as 


f{a) — AU + pi at + USA + Pn 


SAP ER 1 
de même 
a fa) 
d'Em 
dV 2 L 
Donc ee est la somme des produits ñ —1 à n——9 des ra- 
dPm 


eines f (a), f(a2:), etc. On a ainsi le coefficient de z. Par 


Pot 


OCR CR OLA Frs 
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un raisonnement analogue, on trouve le coefhicient de 
z?, eic.; on a donc 


1 FL ne 1 d'V d 
Z _—_ —— eg A 


3 = ZEN EN 
RO AIMANT DD 





Pm 


Ainsi, pour que p racines de l'équation (2) satisfassent à 
l'équation (1), on doit avoir les p conditions 


14 ER j Cm (mA 
dl lire 
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Ne 0: 0. 


S'il n’y a pas de racines égales parmi les 7? racines a, les 
deux équations (1) et (2) ont nécessairement un facteur 
commun de degré g;, mais s’il y a des racines égales, cette 
conséquence n’est plus certaine; de mème les équa- 


tions 


du} 


dpm 


ne subsistent qu’autant qu'aucun coefficient p1, p+, etc., 
ne soit fonction de p,,; mais si cette dépendance existe, 
les équations de condition ne sont plus les mêmes. 

Si b,, b,,..., b,, sont m racines de l'équation (1), on 
aura des conditions analogues à celles qu'on vient de 
donner, pour que ces u racines de l'équation (1) appar- 
tiennent à l’équation (2). 

Exemple. Quelles sont les conditions pour qu'une 
ligne plane du troisième degré se décompose en une co- 
nique et une droite ? 

Solution. Soient 


(1) De Dre NE EPs 2 0; 


(2) F(r)= 2 +qiz+qi=0; 


Pas Pos Pas is qe Sont des fonctions de y d’un degré in- 
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diqué par l'indice : 
V= qi iqiPit(qiqi—2q3)pr— (qi — 3qq)ps+ apré 
— ia PiP2 + (qi — 243 )Pi Ps + qiPi 


— Qi PP EP; 0); 


dNV à 
Ps — ge +8qiqs+ (qi —2q)pi- fiPit 2pP;3 = 0. 


Éliminant Ps 
(gi—4g)(qi—-m-qr+m}=o, 
posons 
4: Loc 4 2 — 0» 

la conique se réduit à une droite double; et éliminant Q2 

dV J 
de — ; on obtient 

dp; 

à 


gi—2qip +4 qgipr--8p— 0. 


Cette équation donne les valeurs de y, correspondant aux 
intersections de la droite double avec la courbe du troi- 
sième degré. Si la dernière équation est une identité, la 
courbe du troisième degré se réduit à une droite et à une 
conique. Si q; — 4 ga n’est pas nul, on aura 


Qi ie GUPI ST Pa 0; 


Re | ; , dV À 
éliminant 7: entre ceite équation et RE obtient 
dp2 


qi —2 94 Pi Qup2 pi) + ps —0: 


Si cette équation est une identité, la courbe du troisième 
degré représente le système de trois droites. 


(La suite prochainement.) 


——— 


ARE ET 


ane * 
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PROPRIÉTÉS DU TÉTRAËDRE DANS LEQUEL LES TROIS 
HAUTEURS (*) SE RENCONTRENT. 


Communiqué par UN PROFESSEUR. 


1°. Les plus courtes distances entre les arêtes opposées 
se coupent au point de rencontre des trois hauteurs. 

2°, La somme des distances d’un point aux six arêtes 
du tétraèdre est un minimum au point de rencontre des 
trois hauteurs. 

3°. Les pieds des plus courtes distances entre les arêtes 
et les milieux de ces arêtes sont douze points situés sur 
une sphère dont le centre est le centre de gravité du 
tétraèdre. 

Le cercle des neuf points sert à démontrer l'existence 
de la sphère à douze points. 

M. G.-F.-W. Baehr, professeur de philosophie au 
Gymnase de Middelbourg, signale cette belle propriété 
dynamique. Lorsque, dans un tétraèdre, deux arêtes 
sont à angle droit, rendant fixe une de ces arêtes, on 
peut communiquer au solide une rotation telle, que 
l'axe n’éprouve aucune pression; ce qui est impossible 
lorsque l’angle de croisement n’est pas droit. (Verhand- 
ling over eene merksvaardige Dynamische eigenschap 
van eene bjzondere soort van Driehockige Piramiden : 
Dissertation sur une propriété remarquable d’une cer- 
taine espèce de pyramides triangulaires ; 1801; in-8.) 
Nous y reviendrons. 





(*) Le tétraèdre du grand Concours (page 296). 
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SUR LE MOT KARDAGA ET SUR UNE MÉTHODE INDIENNE POUR 
CALCULER LES SINUS. 


Par M. WOEPCKE. 





Dans le tome XII, page 44, des Nouvelles Annales, 
on signale le mot £kardaga à l'attention des personnes qui 
s'occupent de recherches historiques. 

La question de l’origine et de la vraie signification de 
ce terme me paraît être résolue dans le passage suivant 
du Mémoire de M. Reinaud sur l'Inde (XVIII: vol. des 
Mémoires de l’Académie des Inscriptions et Belles- 
Lettres, page 313) : 

» À l'égard du mot kardagia, Albyrouny rapporte 
» qu'il s’appliquait à un arc de cercle renfermant la 
96° partie de la circonférence, et ayant la valeur de 
» 3045, ou, en d’autres termes, de 225 minutes. Ce 
» mot est peut-être une altération du sanscritcramadjya, 
» qui signifie sinus droit. » 

Je reviendrai à la fin de cette Note sur la manière dont 
cette dernière signification, qui est la vraie, a pu être 
modifiée dans l'usage, et sur les altérations que, pareil- 
lement, le mot cramadjya mème a eues à subir. Je com- 
mencerai par discuter un passage important du Sourya 
Siddhanta (*), qui confirme complétement la conjecture 


du célèbre académicien, et dont voici la traduction tex- 
tuelle : 


sat 


7 
La 


st 


« Divisez le nombré de minutes contenu dans un sinus, 


TE 


(*) Asiatick Researches, 5° édition, London, 1807, in-89; vol. II, 


page 245. Ce passage y est donné par FA Davis dans un Mémoire sur Le 
calcul astronomique des Indiens. 
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» savoir 1800, par 8, le quotient 225 est le premier jya- 
» pinda, ou la première des vingt-quatre portions de la 
» moitié de la corde de Parc. Divisez le premier jyapinda 
» par 225, reitranchez le quotient r du dividende, et 
» ajoutez le reste 224 au premier jyapinda afin d'obtenir 
» le second jyapinda 449. Divisez le second jyapinda 
» par 225, et, attendu que le quotient est r et la fraction 
» de plus d’une demi-minute, retranchez 2 du reste pré- 
» cédent 224, et ajoutez le reste ainsi trouvé au second 
» jyapinda afin d'obtenir le troisième jyapinda 671. 
» Divisez ce nombre par 225 , et retranchez le quotient 
» 3 du dernier reste 222; ajoutez le reste ainsi trouvé 
» 219 au troisièmeyyapinda afin d'obtenir le quatrième 
» jyapinda 890. Divisez ce nombre par 225, et retran- 
» chez le quotient du dernier reste; ajoutez le reste ainsi 
» trouvé au quatrième Jyapinda pour obtenir Île cin- 
» quième jyapinda 1105, et continuez de la sorte jusqu'à 
» ce que les vingt-quatre crAmAD3 vas {sinus droits) soient 
» au complet, ce qui sera, comme il suit : 


1 2 3 â 5 6 7 8 
10 440: 071% NOUORAMRTO 5, 1315, | 1520, «1719; 
9 10 [l D 1.2 Û $ { 4 1.6 
1010: 2009,:.220 745003. 2726, : 2009, 2976, 

x 17 18 139 SLA À 71 22 2,3 24 

3084; 3177, 3256; 8921, 3392, 3409,: 343r,:34938, 
Exprimant cela en formules, et désignant par une 

fraction, avec deux traits superposés, le nombre entier 


le plus voisin de cette fraction , la méthode indienne pour 
calculer les sinus est la suivante: 
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sin 225 — 229; 


in(1.225) 
sin (2.225) = | 206 — ire 


— 224 + sin (1.225) — 449; 


| sin(1.225') 


sin(2.225') 


sin (3.225/) — Lao — Pr À + sin (a 228") 
— 222 sin(27220) 6e 


SI 200 0 {22 — Lee) + sin (3.225) 


225 
— 219 + sin (3.225") — 800; 


sin (5.225") — {219 — Des sin (4.225) 


225 
— 215 + sin{{.225/)— 1106; 


et ainsi de suite. 
Mais observons que, de ces relations, on tire aussi 


224 — sin (2.225") — sin (r.225/), 

222 — sin(3.225") — sin (2.225), 

219 — sin (4.225/) — sin(3.225/), 
DID 228)" — sin (4. 2251);'etc. 


et, en substituant ces valeurs, on trouve que la méthode 
indienne s'exprime par la fonte 


sin (2+1.225)—sin(x.225) — sin(x — 1 .2285") 
__ sin(.226/) 


a + sin(x.225/), 


ou 
(1)sin (a +1 .225!) — sin (2.225') (2 —— 2e) — sin (r — 1.225/). 


Or,ona 


sin («HE Aa) — sin &.cos Ag cos a. sin Au; 


hé rh. E 1? 


É 
| 
A 
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donc 
sin («+ Aœ)+ sin(x — Aa) == 2.sina.cos Az 
| : PET 7 
—= 2 sin & | 1—— 2 Sin? — |» 
2 


ou : 


NO 


co 
—— — Au). 
=) sin (« 2) 





(2) sin (x-+ Ax) = sin « C2 — À sin’ 


L'analogie remarquable qui existe entre cette der- 
uière formule et celle à laquelle se ramène la méthode 
indienne, a été reconnue par M. Playfair (*) et constatée 
par M. Delambre (**). 

M. Delambre fait remarquer (***) que M. Playfair Qne 
» dit pas pour quelle raison les Indiens se seraient bornés 
» aux ares multiples de 3° 45/ »; mais M: Delambre lui- 
même m'en dit rien non plus. 

Cependant cette raison n’est pas bien difficile à trouver, 
et comme il importe, pour la question dont il s’agit ici, 
de bien éclaircir le rôle que joue l’arc de 225 minutes, 
auquel est resté le nom de cramadjya (sinus) par ex- 
cellence, et, par suite, celui de kardaga, on voudra bien 
me permettre d'entrer à ce sujet dans quelques détails. 

Les Indiens divisent la circonférence en degrés et mi- 
nutes; connaissant le rapport de la circonférence au 
rayon (****), ils déterminent la valeur en minutes d’un 
arc égal au rayon, c’est-à-dire ils évaluent le rayon en mi- 








(*) Transactions of the royal Society of Edimburgh, année 1798, tome IV, 
partie II, pages 83 et suivantes. 

(**) Histoire de l’Astronomie ancienne, vol, 1, pages 458 et suivantes. 

(***) Loc. laud., page 460. 


(x****) Voir Nouvelles Annales de Mathématiques, tome V, page 271, 6® note 
ajoutée par M. Marre à son excellente traduction de la partie géométrique 
de V'Algèbre de Mohammed-ben-Moussa. 
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nutes, et ils font 7 — 3438, valeur exacte si l’on néglige 
les fractions de minute. Ils connaissent les formules 


: I y 
sin 30° — = rayon — 1910; 


Par Ur =2 cos «& 
SIN —— | — — 
2 2 


2 
| > J2— Sin? + COS’ « ; 


conséquemment ils peuvent déterminer, par des bissec- 
tions successives, les sinus de 15°, de 9° 30’, de 3° 45’, 
toujours exprimés en minutes. 

Or, dans ‘cette succession de sinus, celui de 3° 45’ est 
le premier qui contient le méme nombre de minutes que 
l’arc auquel il correspond; donc, si l’on ne demande 
qu'une exactitude aux minutes près, on s'arrêtera natu- 
rellement au sinus de 3° 45’, parce que les sinus des arcs 
plus petits seront à plus forte raison égaux à ces arcs, et 
s’obtiennent par conséquent sans calcul. Par la même rai- 
son , ou encore à plus forte raison, il suffira, pour les in- 
tervalles compris entre les multiples de 3°45/, d’une 
simple interpolation, lorsqu'on ne demande les sinus 
qu'aux minutes près, attendu que le premier de ces inter- 
valles, celui de o° à 3° 45/, est le plus grand de tous. 

On voit maintenant pourquoi le sinus ou l’arc de 
229" a pu être considéré comme l’élément fondamental de 
la Table des sinus, comme le sinus par excellence. 

Mais cetarc (ou du moins un arc très-voisin de 225 mi- 
nutes), jouit encore d’une autre propriété très-remar- 
quable qui a échappé à M. Playfair et à M. Delambre, et 
qui pourra faire paraître la méthode indienne sous un 
jour tout nouveau. 

On à pu remarquer qu’il figure dans l'exposé de la mé- 


thode indienne un diviseur 225. D’après la formule (2), 


bem à "UE 


Re PT en 


W 


y 
£ 
* 
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ce diviseur devrait être 
RD —= 233,500, 
4 sin? 
2 
ainsi que l’a fait remarquer M. Delambre, qui qualifie à 
deux reprises différentes (*) le chiffre 225 de simple faute 
d'impression , ou erreur de copie. 

J'avoue qu'il m'a paru bien diflicile d'admettre une 
faute d'impression répétée ainsi quatre fois de suite, tou- 
jours de la même manière. J'ai donc tâché de trouver la 
raison d’être de ce diviseur 229 , identique au nombre de 
minutes dont les arcs de la Table indienne sont les rul- 
tiples:## | 

Or, la méthode indienne s'exprime, comme nous avons . 
vu, par la formule 


(Ga) sin(r +1 .«')=sin(r.x) (2 —— :) Se sin (= tx) 





œ 


Cette formule, dit-on, n'est pas exacte, n’est pas une 
identité. Donc, pour la rendre exacte, nous n'aurons 
qu'à déterminer la valeur de + qui la rend identique. En 
combinant la formule (1) avec l'identité 


f\ 


(2) sin (x +1 .«')—sin(z.x) (: — À sin’ ” | — sin (x —1 «); 





4 


/ 


on obtient 


MERE 
(3) 4 x sin ES 
ere 227 484,9; 


valeur qui approche de 525! d’une manière si frappante, 


ER Te SES EN FAT “2 





(*) Loc. laud., pages 458 et 4Go. 
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qu'il me parait impossible de regarder cette coïncidence 
. L ? 

comme purement accidentelle. Certes, les Indiens n’ont 
probablement pas suivi cette marche. Mais en calcula- 
teurs excellents qu'ils étaient (et qu’ils sont encore au- 
jourd'hui), ils auront découvert par résultats de calcul ce 
dont nous nous rendons compte par le raisonnement ana- 
lytique. 

Aussi ne suis-je pas éloigné de croire ce que M. De- 
lambre paraît ne vouloir pas admettre, savoir: que les 
fndiens ont eu, outre la Table ci-dessus, qui n’était évi- 
demment destinée qu’à des calculs où l’on ne demandait 
qu'une exactitude aux minutes près, d’autres Tables de 
sinus plus exactes (*). 

Maintenant, pour revenir au nom kardaga, il paraît 
donc que ce terme et le terme indien cramadjya dont il 
est l’altération, ue signifiaient originairement que sérus 
simplement, les sinus d’une Table (**); qu'ensuite ce 
nom a été donné par excellence au sinus particulier, ou à 

A  . 

(*) Comparer le passage cité ci-après du Mémoire sur l’Inde de M. Rei- 
paud, page 312. 

(**) C’est ce qui résulte aussi d’un passage de l’ouvrage arabe intitulé : 
Tärtkh Alhokamä ( Annales des Savants) cité par M. Reinaud (Mémoire sur 
l'Inde, page 312), passage intéressant et qui peut donner lieu à quelques 
observations, que nous réservons pour une autre occasion. Cette citation 
est ainsi conçue : « En l’année 156 de l’'hégire (773 de J.-C. ), il arriva de 
» l'Inde à Bagdad un homme fort instruit dans les doctrines de son pays: 
» Cet homme possédait la méthode du Sindhind, relative aux mouvements 
» des astres et aux équations calculées au moyen de sinus de quart en 
» quart de degré. Il connaissait aussi diverses manières de déterminer les 
» éclipses, ainsi que le lever des signes du zodiaque. I] avait composé un 
» abrégé d’un ouvrage relatif à ces matières , qu'on attribuait à un prince 
» indien nommé Fygar. Dans cet écrit, les kardagia étaient calculés par 
" minutes. Le khalife ordonna qu’on traduistt le Traité indien en Arabe, 
» afin d’aider les musulmans à acquérir une connaissance exacte des étoiles. 
» Le soin de Ia traduction fut confié à Mohammed, fils d'Ibrahim-al-Fa- 
* Zary, le premier d’entre les musulmans qui s'était livré à une étude ap- 


» profondie de l'astronomie : on désigna plus tard cette traduction, chez 
* les astronomes , sous le titre de Grand Sindhind. » 





eg "2 


bus. 
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l'arc égal à ce sinus, qui formait un élément fondamental 
dans la construction de la Fable indienne, et qu’on a fini 
par donner le même nom à d’auires ares ou quantités 
jouant un rôle important dans la construction des Tables 
de sinus, par exemple à l’arc de 15 degrés, ainsi qu’on 
peut le voir dans la méthode de Purbach analysée par 
M. Delambre (ist. de l’Astron. du moyen äge, p.282). 

Quant au mot kardaga mème, on ne doit pas s'étonner 
que les Arabes aient modifié un peu le terme indien en 
l’adoptant, et qu’ils aient fait Aardadja de cramadijya, 
de même qu'ils faisaient sindhind de siddhanta. Au reste, 
la transformation de cramadjya en kardadja pouvait se 


faire d'autant plus facilement , que la transcription arabe 


de cramadjya est kr md dj h, et qu'il suflit d’omettre le 
m, figuré dans l’écriture arabe par un petit nœud, pour 
avoir kr ddjh, et pour prononcer kardadja. Lorsqu'on 
connaît les altérations parfois incroyables qu'ont subies 
des mots et des noms propres grecs en passant dans la 
langue ou dans les manuscrits arabes, la conjecture pré- 
cédente n’a rien que de très-admissible. 

Note du Rédacteur. — Jya en sanscrit est proprement 
la corde de l’arc avec lequel on tire; le nom du sinus en 
cette même langue est djyva (*); les Arabes ont adopté 
ce mot, et appellent le sinus djib. Mais en arabe ce 
même mot signifie une espèce d’élévation, sorte de 
poche formée par un vêtement, un sinus vestis, et les 
traducteurs l'ont pris dans ce sens-là. Ainsi l’origine de 
la dénomination du sinus trigonométrique tient à un qui- 
proquo. Djib désigne aussi en arabe un réservoir d’eau, 
une citerne : double signification que présente aussi l'hé- 
breu gaba, s'élever, s’enfler (d’où peut-être le g1bbus 
lauün); guebe est une citerne. 


(*) Communiqué par le savant orientaliste Munk. 
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Quant au mot sanscrit cramadjya (sinus droit), il est 
formé de deux mots, crama et djya : le dernier signifie 
sinus; le premier vient de la racine cram, marcher, et dé- 
signe la marche, le pied, peut-être le pied-sinus, le sinus 
soutien principal, comme nous disons le pied droit; c’est 
très-conjectural. 








QUESTIONS FONDBAMENTALES SUR LES CONIQUES, CLASSÉES 
MÉTHODIQUEMENT. 


1. Notation. a, b,c, etc., désignent des points par | 
lesquels la conique cherchée doit passer. 

À, B, C, etc., désignent des droites que la conique 
cherchée doit toucher. 

A’, B', C’, etc., désignent des droites que la conique 
cherchée doit toucher en des points donnés. | 

2. Dans toutes ces questions , il faut trouver, de gran- 
deur et de position, un système de diamètres conjugués, 
sans décrire la conique, sans calculs et par des considé- 
rations tirées de la géométrie ancienne (Euclide, Apol- 
lonius) et de la géométrie contemporaine (Chasles, Pon- 
celet, Steiner). 

3. Les données sont 


ira 0e, 


2. + GO EE 


de A0 CODES 

Hu dbc D. 

Dita 0 CDE, 
a BCD, 

nt abBr0 

8. ABCDE, 

0: ABCD;, 


FO TAA BIC" 
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4. Mèmes données; une droite étant tracée dans le 
plan de la conique, trouver les points d’intersection avec 
la conique, sans décrire celle-ci et sans avoir recours à 
un système de diamètres conjugués. 


Parabole et hyperbole équilatèr 3 


5. Données : | He 
abc d 
abcD, 
a bCD, 
a bC, 
aBCD, 
aBC, 
ABCD, 
A BC, 
AB? 


Cercle. 


taux. 
. 


GE w 


D 200% 


6. Données : 


: PAL O0 C5 
D té 002 
aBC, 
a B’, 
s, CARB.C, 
Fw'rA D! 


Q + w 


Ici les grandes lettres À, B, C peuvent signifier aussi 
des cercles donnés. ’ UE 














SUR LES RÉSIDUS DANS LA DIVISION ARITHMÉTIQUE ; 
D'arrÈs M. LEJEUNE-DIRICHLET tan 


1. Divisons le nombre entier p successivement par les 
7 nombres 1, 2,3,..., n —1,n; on obtient n restes qui 
se divisent en trois classes : 

A) restes égaux respectivement aux moitiés des divi- 
seurs correspondants ; 

B) restes supérieurs à ces moitiés; 

C) restes inférieurs à ces moitiés. 

La classe C est plus fréquente que les deux autres 
classes; autrement, le nombre des diviseurs qui four- 
nissent des restes inférieurs aux moiliés de ces diviseurs 
est plus considérable que le nombre des autres diviseurs, 
de sorte que si l’on désigne par 2/ le nombre des diviseurs 
qui fournissent la classe C, #2 croissant indéfiniment, on 
aura 


lim . = 2 — log4 — 0,613. 
DansleJournalde Crelle cité, M. L: D. résout le problème . 
général, les restes étant inférieurs à une fraction quel- 
conque du diviseur, et l’on fait usage d’une transforma- 
tion ingénieuse qui peut avoir des applications nom- 
breuses. C’est le type du génie de cet illustre analyste 
d'inventer, pour résoudre les problèmes particuliers, des 
procédés d’une admirable fécondité, et employés avec 
avantage dans des circonstances étrangères à celles qui 
ont donné naissance à ces procédés. 
Se NS 2 OO ES 

(”) Mém. de l'Acad, de Berlin , 1849. Creuie , t. XLVIE, p.151, 1854. 


Sn ets LE ART) ln 7 + DUT js NE ges rh te 
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Ce Mémoireest suivi d’un autre: De formarum binarta- 
rum secundi gradus compositione, et des considérations 
sur la première démonstration de M. Gauss, de la loi de 
réciprocité dans la théorie des résidus quadratiques. Nous 
annonçons ces travaux avec bonheur, car le long silence 
de certains hommes est une calamité (*). 

M. Bienaymé, le savant académicien, a bien voulu 
nous communiquer la démonstration suivante : 


. 4 « 72 L LL LL . L 
Le quotient 1 répond à e diviseurs; parmi ceux-ci, il 


, . . . . at 2 
n y a évidemment que les diviseurs compris entre — et EL 
5 


qui peuvent donner des restes égaux ou supérieurs à leurs 
moitiés respectives; ils ne sont donc qu'au nombre de 


2 I I 


de même pour un diviseur d ayant un quotient q, il y 


. rie I . . . , A 
aura des restes inférieurs au — diviseur d, jusqu’à ce qu’on 





ait 
d 2 
n = dq + -— ou CRT 
2 D'LA 
de là à 
d — S 
Ba pr à 
il y aura au plus 
2 nr 7 zè 


29+1 qg+1 (g+i1eq+r 


diviseurs donnant des restes plus grands que leurs moitiés 
rt sn 


(*) On a dit cela de Sieyès. Je n’ai jamais compris la justesse de cette 
plainte ; du moins d’après la vie publique de cet homme d’État. 


" 


(38) 
respectives. Faisant successivement q égal à 1, 2, 3, le 
nombre de ces diviseurs sera au plus exprimé par la série 


ç- 


l I Ï IL 
AÉT ER CE Dre Een 





Lorsque 7 est infiniment grand , g est infini , et la série 
devient 


(— 1 + log 4)»; 


donc le nombre des diviseurs donnant des restes infé- 
rieurs à leurs moitiés respectivement est 7 (2 — log 4). 





SOLUTION DES QUESTIONS 285-286; 


{voir t. XII, p. 444); 


Par M. FAURE. 


285. u—o est l'équation rendue homogène d’une 
courbe plane de degré "1 entre trois variables x,, x, x. 
Lorsque le déterminant de cette fonction est identique- 
ment nul, l’équation représente un faisceau de m droites. 

(O. Hesse). 

D'après les notations de M. Hesse indiquées dans les 
Nouvelles Annales, tome X , page 124, la fonction u a 
six cocflicients diflérentiels du second ordre : 


Uiis Ug2s Usss Us, Uiss Us 
et son déterminant D est donné par la relation 
D = Us Ho Us + 2 Uio Us Us —— ü;; 45; LR y u*, Us HAS 


Il serait identiquement nul si la fonction w, sans cesser de 
rester homogène , ne contenait que les deux variables x,… 


dé Far: 
LÉ & "4 
; 
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et >», car la variable x, étant supposée nulle, les dérivées 
de la fonction & par rapport à cette variable le seraient 
aussi, et, par suite, le déterminant, puisque chacun de 
ses termes contient #3. Maïs, dans ce cas, on a 


(i) u—E (a; x, &zx;) —0, 


et l'équation u — o représente le système de m droites 
passant par un même point. Lors donc que l’équation 
u — 0 représente un faisceau de droites passant par l’ori- 
gine des coordonnées , son déterminant est identiquement 
nul; prouvons maintenant la réciproque de cette pro- 
priété. À cet effet, j’opère un changement de coordonnées 
et je fais voir que l'équation que j'obtiens, fonction des 
nouvelles variables, est nécessairement de la forme (1), 
de sorte que nous aurons transporté l’origine des coor- 
données au sommet du faisceau. Je poserai donc 


Æy == CCF AT —- A3 V2 —- ŒiZs 

Li D, Yi + br Vat a 2, 

Ti CV + CYr + 2, 
mais en ne faisant entrer dans ces équations que deux 
variables indépendantes Vis V2, et regardant z comme 
une fonction de x, , x:, x; déterminée par ces équations. 
Les constantes «a, D, c, à sont, du reste, quelconques. 
Je substitue les valeurs de x,, x, x, dans la fonction u, 
et J'ordonne le résultat par rapport aux puissances de z. 
J’appelle U ce que devient & après la substitution des bi- 
nômes 

AY + 923 biyi + 7, Ji + C2 2 
à la place de x, , x, x, : ce sera le premier terme du dé- 
veloppement ; d’après la loi de Taylor, le coeficient de z, 
que j'appellerai U’, sera la valeur de 
du du du 


LE ra Ps ce 20 ut EU C2 me 
dx, dx, dx, 
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ou 


ui ir allo + &s Us 


(d'après la notation de M. Hesse) lorsqu'on aura fait la 
substitution précédente. Quant aux autres termes, je les 
désigne par U”, U”, etc. , leurs valeurs se déduisent faci- 
lement de U”. On aura ainsi 
C4: 2° 
OZ U<+U'z + U — + D" ——— +. 
119 14218 

Or nous allons voir que le second terme de ce dévelop- 
pement est identiquement nul, et, par suite, tous les sui- 
vants, de sorte que notre équation se réduit à 


LT TOR 


équation homogène et à deux variables y, , y» qui repré- 
sente un faisceau de m2 droites. Le déterminant D’de cette 
fonction sera identiquement nul, et par suite D, d’après 
la relation qui lie entre eux ces deux déterminants. 
Pour démontrer que U’ = 0, je désignerai par 2 D,,, 
2 D;;, 2 D::, les dérivées du déterminant D par rapport 
aux quantités Ui:, U5; Us, et simplement par D;,, D.,, 
D;; , les dérivées du même déterminant par rapport à u.,, 
Us) Us. On voit facilement que l’on a la série d'équations : 


Du, + D, nu + DU, — 0, 
D, us + Di us + Du = 0, 
D,,u,; + D; Us + D, us — O; 


Du, + D, «: + Du (— O, 
Di ui + D Us + D; Ugo — Fr, 
Du + Du, + D:3 u33 — 0; 


Du, + Du + Ds Us — 0 3 
Du + Du» + D; U32 —O, 
D; Us + Ds ts + D, Us = D. 
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Comme l’on suppose que D est identiquement nul, 
tous les seconds membres de ces équations sont nuls ; de 
sorte que, si l’on regarde les quantités D,,, D.; etre 
comme inconnues, On aura trois systèmes d'équations 
dans lesquels les coefficients des inconnues sontles mêmes: 
par suite, leurs valeurs sont proportionnelles. Désignant 
par P une expression algébrique de degré 2 (m— 2), 
c'est-à-dire de même degré que les dérivées D, , D,;, etc., 
et &i, @2, œ3 trois constantes, on pourra poser 


Hip: Di P; Di = « P; 


il en résulte 


2 2 
02 Co x 
2 3, PRET) 
D — — ES D:; — « D; ee EU 
æ ET æ: 





D'après le principe des fonetions homogènes, 
UT + Wirds +usa—(m—i)u, 
Us Li + Ur La + Us Lys = (M — 1) Ur, 
Us + Ugo Li + Us ds = Üm — 1) us. 
Je multiplie la première équation par D,;;, la seconde par 


D;,, la troisième par D;,, puis j'ajoute, en ayant égard 
à notre système d'équations écrites ci-dessus, 


Dr, = (m—i1)(Diu+ Du, + Du) = 0. 


Mettant ici à la place des dérivées de D leurs valeurs en 
fonction de P, on trouve 


Cette démonstration s'applique d'elle-même à la ques- 
tion 286, de sorte que l’on peut énoncer ce théorème: 


Ann. de Mathémat., t, XII. ( Novembre 1854.) 26 


(42) 

u = 0 étant l'équation rendue homogène d’une sur- 
face de degré m entre quatre variables, si le détermi- 
nant de la fonction est identiquement nul, l'équation 
représente un cône. C. ON EN. 





cer te mn re rt 


SOLUTION DES QUESTIONS 285-286 


(voir t. XII, p. #44); 


Pan M. Francois BRIOSCHI, 


Professeur à l’Université de Pavie. 


Je me propose, dans cette Note, la démonstration des 
théorèmes suivants : 

u—0o est l'équation rendue homogène d’une courbe 
plane de degré m entre trois coordonnées linéaires. 

1°. Lorsque le déterminant (Hessren) À de la fonc- 
tion u est identiquement nul, l’équation représente un 
faisceau de m droites. 

2°. Les points d'intersection des courbes représentées 
par les équations 

U= 0; or, 

sont des points d’inflexion ou des points doubles pour 
la première courbe. 


v — o est l ‘équation rendue homogène d’une courbe 


plane de la classe n entre trois coordonnées tangen- 
tielles (*) 





F'USRRE EE 
(*) Rappelons que she étant les coordonnées à l’origine:d’une tangente- 
1. £s 


à une courbe, une équation entre z, et z, de degré n est l’équation de la 
À Re e 
classe n; on la rend homogène en écrivant -', + au lieu de z,, z,; le y est 


PE: 
0 ( 
relatif à cette sorte d'équations. Tu. 
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3°. Lorsque le déterminant & dela fonction v est iden- 
tiquement nul, l'équation représente des points situés 
sur une méme droite. 

4°. Les points d’intersection des courbes représentées 
par les équations v — 0, w = 0 sont des points de re- 
broussement pour la première courbe. 

u — Oo est l'équation rendue homogène d’une surface 
de degré m entre quatre coordonnées linéaires. 

b°. Lorsque le déterminant À de cette fonction est 
identiquement nul, 1 ‘équation représente un cône. 

6°. La ligne d’intersection des surfaces représentées 
par les équations u— 0, A—o est une lisne d’in- 
flexion (ligne des points paraboliques), pour la pre- 
mière surface. 

v — o est l’équation rendue homogène d’une surface 
de la classe n entre quatre coordonnées planaires. 

7°. Lorsque le déterminantg de cette fonction est iden- 
tiquement nul, l’équation représente une courbe plane. 

8°. La ligne d’intersection des surfaces représentées 
par les équations v = 0 , g — o est une ligne de rebrous- 
sement pour lu première surface. 

Soit u une fonction algébrique, entière et rationnelle, 
du degré m des variables x,, x,,..., x,. Si l’on rend ho- 
mogène l'équation u — o en posant, au lieu des variables 

TL 


T. Tr | 
Lis Le... X,, les rapports —; —,..., ", eten multi- 
RENE LA Pas 


pliant par x, alors un théorème d’Euler, très-connu, 
nous donnera 
(mm —1)t = to t,0 + Lili. FL Us 
(me I) = Loto Ti +e  H x, TR 
(r) ONE CA Le PRE PEN D RL ch Lane 
(m—1)u,. = tou,0 +tiui+ + x, ANT 


NU Lol + +, + T, Ur, 


26. 
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L. | 
ou 

Fe 
du d'?u 
09) Us = si = 
ur? 





MES 


dx; dx, 


Ces formules donnent le moyen de transformer le déter- 
minant suivant : 


u, ] Ui 1 3 Ui,25ee. Li ,r | 
U; U,1 , Up,2ye.. ? U,r 
0 eee 0e ©. 
U,, Ur, 1 9 Uy,2gvr. 3 Ur 


0; U, Users Ur 


En effet, ce déterminant peut s’écrire 


(m—1)u, Us  Uipe, Ur 


’ 


I 
= d'e0e o"e © at) 0e 4 qe 2 eu0Ne eo ete en sie se 3 


PILES EE 





CS SE EU RU A 





9, Lis Lys, U, 


et comme, en ajoutant respectivement aux éléments de 
la première colonne ceux de la deuxième multipliés par 
— x, ceux de la troïsième multipliés par — x,, etc., 
la valeur du déterminant H ne change pas, et, ayant 
égard aux équations (1), on aura 





Lo Ui,0 Li ,15 Ui,2gv.. 3 Ur 
To 0 , LU 3 Us,» D: Ur 
I 
H — Srpobelvre Que one see. ts 16 01e oUete se ae . J 
IN —1 Ô 
To Ur,o , Uri 3 U,,2 3e. Ur 


Lolo MU,  U, Hi se Sn 


"2 
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9 4 ® 
c'est-à-dire : 
Ui,os  Ui,upsees , ir 
Ui,1s Ui,2ze..s U; F 
Ua,oy Ui,ts +3 War 
m Us Ua,apees Ur Æo 
LCA 4 Se 5.6 0 ++ el efehe: 1h07 ee 


HTE IR 


@re,9/a "or 270 CRC LE DCE EN DE 








U;.,09 Up,iyres )] Ur,r 
Ur, LAREELE 3 Ur 
U, » U; , ... , U, 
J’observe que le second de ces deux déterminants est égal 
au suivant : 





Ui,os iris. Ui,r 
U,o ) Us s Ur 
1 “ 
se do N'a le ete ohelx =, 6 9 +702 0 e ee", "01% e' ee e1 à 
Ni — 3 } 
Uyr,0 Uy,isos.s Up,r 


(m—i)u, (m—i)u,.…, (m —1)4, 


ou, en répétant l'opération indiquée ci-dessus, en ayant 
soin toutefois de substituer les lignes aux colonnes, on 
QUFIRL 


2 


Ui,o> Uiise.s : Ui,r 


U,o 2 Uz,i 2 © 2,7 Ur 
To F 


ce: 8 'stollsne se epgtre ce, ele «de 0 0 3 





AIRE 
Ur,0 , Ur: 3 ME] Ur,r 


| Uo,0 » Uj,i5e.) U,r 
et, par conséquent, 


Ui,ts Ui,agees Wir 








“.- nm Uni , Ug,19ce) Ur : JR \ dr. 
= — — & ——= À. 
G) TE ci e. ©! 9.0 vite "eo. see la et ee» A 1) (mi —1} 


Ur, 2 Uy,2yeres Ur,r 


Analoguement, si # est une fonction algébrique entière 
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rationnelle de degré 2 des variables z,, z,,..., z,, et si 
Jon pose 











HERMANN ANTÉTIr ER 2. | 
Pos Palo Pa,zyess “Par 
LS SP EEE LES | es … 

Oro Pris Prose s  Vrir 

0% Pr, Parois Ft 
on aura 

AE RAT DL CE LOT 
2 Paso Prrgee.s Por z° 
K—— y (SERRES 
RE RIRE CR ES (ze —1} 


Pr, 3 Dr,2 L] ... 3 Pr,r 


Les déterminants À etw sont respectivement des degrés 
(+1) (m2 — 2} et (r +1) (n — a) 

Je suppose les variables x,, x,,..…, TS oder MES 
liées par les deux systèmes d'équations 


P5— Lys = Ti, Pa Logos WT, 


(3) 





Uo—= Zi ui = 2Z,, U3— Z23..., Ur —"Z;. 


En prenant la dérivée de chacune des équations du pre- 
mier système selon x6,%1,...,X,, en ayant égard aux 
équations du second système, on aura (r +1)? équations, 
lesquelles peuvent se déduire des deux suivantes : 


Ps,0 Us,o + Ps Usa Hs. + Ps,r Usr —= 1, 
Ps,0 Ui,o + Vs, Li, op ete Ps,r Ui,r —O;, 


en posant $ et 1—0,1,2,...,r. Ces équations nous 
donnent 


(4) A'VEET,, 


ét, à cause des équations (3), on a, pour toutes les va- 


PR... eo, 
Pa s, TA 
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leurs de 9, Xi... 2, et de 26, Z1,.,, 7, qui satisfont 
aux équations u—0,/—0, la suivante : 


Lo 2 + Li + LiZ2t. . —- Lr 3 — O. 


J'observe que si le déterminant Hessien À est identique- 
ment nul, on a, par l’équation (2), 


(m—ijui, Mis... Wir 


(m—1}u,, Us oc) Ur 


MU NUS" MT tLe 
id L1 k, r . 
identiquement, et l'équation 
ARE CNE RME ER 28 LAERe 


est elle-mème homogène. Analoguement si g = 0 iden- 
tiquement, l'équation 


. 


D (Zi 2: en 0 


est homogène. 
Pour toutes les valeurs de æ,, x,,..., æ, qui satisfont 
à l'équation u = 0, et rendent H—o, on a ATV 
Applications géométriques. Si l'on suppose r = 2 et 
À = o ou y = 0 identiquement, les équations 


u (ri) 0% dr ah 0, 
sont homogènes, et l’on a les théorèmes 1°° et 3°. 


Si l’on suppose = 3 et À —0 ou y —0 identique 
ment, les équations 


(Xi; Li, 4)--0; RES ENT) —= 0; 


sont homogènes , et l’on a les théorèmes 5° et 7° CE 


(*) PLucrer, System der Geometrie des Raumes, p. 17. 
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En désignant par R le rayon de courbure d’une courbe 
plane représentée par l'équation u — 0, on a 
3 
Ne 
Rem teON Arai 
br H 
Aux points d’inflexion de cette courbe, on a R = +, par 
conséquent H — o , et 


Uo,0 » Uo,is  Uo,2 
p ge 
(5) Ein LU Te MORT à 


Uz,05  Uz,gs  U 2 


Cctte équation représentant une courbe plane du degré 
3 (m— 2), les points d'inflexion de la proposée seront, 
en général, 3m (m — 2). Aux points doubles de la courbe 
u'— 0H 


H==0,  U—=0; 


par conséquent H = 0, et l'équation (5) aura lieu aussi 
pour ces points (théorème 2°) (*). 

Aux points de rebroussement de la courbe » — 0 , on a 
R=o, par conséquent H=— et A—%x, ou, en 
ayant égard à l'équation (4), 


Poe Po, , Po, t 
Pi,os à Piste Pr :| —O. 
P,0 , P2,1 9 [2 s 
Cette équation du degré 3 (7 — 2) représente une courbe 


plane, et les points de rebroussement de la proposée qui, 
en général, seront en nombre 3 n (7 — 2), seront les 








(*) Voyez l'excellent Traité de M. Salmon , On the higher plane curves, 


page 72. 
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points d’intersection de cette courbe avec la courbe # = 0 
(théorème 4°) (*). 
On doit se rappeler que les équations u—0, #0 
représentant une même courbe, on a 


f 
n = m{m—t). 


En dénotant par R;, R, les rayons principaux de cour- 
bure d’une surface 4 — 0, on a 


BR, Cu + 45 + us)? 
H 

Si l’un des deux rayons est infini, on a H—o, par 
conséquent À — o. Cette équation représente une surface 
du degré 4 (m— 2}, et la ligne d’intersection de cette 
surface avec la surface & = o sera une ligne d’inflexion ou 
ligne des points paraboliques pour cette surface (théo- 
rème 6 A2): | 

Si l’un des deux rayons est nul, on a H— «+ ; par con- 
séquent, g — 0. Cette équation représente une surface 
de la classe 4 (r — 2}, et la ligne d’intersection de cette 
surface avec la surface » — o sera une ligne de rebrous- 
sement pour cette dernière surface (théorème 8°). 





immo rm ton 


SUR LA CONSTRUCTION APPROCHÉE DU PENTAGONE RÉGULIER 
DITE DE DURER (ALBERT). 


—_—_—_——— 





On sait que l'illustre artiste était géomètre, et a publié 
en 15925 l'ouvrage suivant : Underweysung der Messung 


TG 


(*) Journal de Crelle, 1849. Ueber curven dritter Classe und curven drit- 
ter Ordnung, von Her. prof. Hesse. 

(**) Gerconne, Annales de Mathématiques, tome XXI, page 233. 

The Cambridge and Dublin Mathematical Journal, 1848-1849. On the con- 
dition that a plane et On the triple tangent planes, elc. By W. Salmon. 
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mit dem Zirckel and Richtscheyt, in Linien, Ebenen 
und ganzen Corporen, durch Albrecht Durer, zusam- 
mengezogen und zu nutz aller kunstliebhabenden , Mit 
zugehorigenFigurenintruck gerbrachtim jar.M.D.X.xX. 
C'est-à-dire : Instruction sur le mesurage avec le com- 
pas et la règle, en lignes, surfaces et corps entiers, 
réunie par Albert Durer, pour l'utilité de tous les amis 
des arts, et imprimée avec les figures convenables. Nu- 
remberg, 1525. Cet ouvrage a été traduit en latin en 
1535, et imprimé à Paris par Christian Wechel. Kästner 
donne une analyse détaillée de l'original ( Hist. des 
Math., tome 1, page 684), et M. Chasles de la tra- 
duction (ist, des Méthodes, page 530). 

On trouve dans cet ouvrage de Durer la construction 
empirique du pentagone régulier que nous avons rappor- 
tée (p. 190). 

Le Père Clavius, jésuite, démontre dans sa Géométrie 
pratique (*) que ce pentagone est équilatéral, mais pas 
équiangle. Deux angles sont de 107° 2/; deux autres de 
108° 22’, et le cinquième de 109° 12/: dans le vrai pen- 
tagone régulier, chaque angle est de 108 degrés. 

Dans beaucoup de circonstances, cet à peu près suffit. 








RE RE PE ee Re 
QUESTIONS DE MAXIMUM 


PROPOSÉES par M. N. CIRIER , 
Typographe-Correcteur. 





1. ProBLÈME. Construire un cône de révolution dont 
l’arête est donnée de longueur, et dont le volume est 
un MAXIMUM. 


Eee eee RE UE QI NN 
(*) Christophori Clavii Bambergensis e Societate Jesu Geometria practica ; 
Moguntiæ , 1606. In-f, lib. VI, prop, 29, page 360. 
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Solution. Soit a la longueur de l’arète. Le rayon de la 


a 6 (4 Arr A A 
base est aa et la hauteur est 3 V3 dansle cône à volume 
9 


maximum. 


Observation. La hauteur étant moindre que le rayon de 
la base, un cornet en papier, de cette forme ne se main- 
tiendrait pas. 

2. Prosrime. On donne un rectangle de base b et de 
hauteur h; on mène deux parallèles aux petits côtés et 
deux parallèles aux grands côtés: de telle sorte que le 
rectangle soit partagé en un rectangle central, quatre 
rectangles latéraux et quatre carrés aux angles. On fait 
faire un quart de révolution aux quatre rectangles laté- 
raux, et ils deviennent les quatre faces d'un paralléli- 
pipède rectangle. Quelles doivent étre les dimensions de 
ce parallélipipède pour que son volume soit un maxti- 
mum ? 


Solution. Soit x la hauteur de ce parallélipipède; les 
deux autres dimensions seront 


b— 2x, h—2%x; 
il faut donc rendre un maximum 
æx(b— 2x)\(h 2x). 
La méthode connue donne 


I 


e= alo+A EVE D} + |, 
b—az= (202 VE + |, 
h—2z=5[24— DT Vb— bh + |]. 


Pour le maximum, il faut prendre les signes inférieurs, 


(4x1) 
le radical devient rationnel en faisant 


b(i+2m) 


I — 7? 
TE AL 
Die LE RTE UT # ? 
G\' 11m 
m est un nombre quelconque. 


Observation. Ces deux problèmes ont des applications 
dans le cartonnage. 


h'— 


a — 


ARITHMOLOGIE. 
THÉORÈME SUR UNE ÉQUATION DU SECOND DEGRÉ ; 
Par M. LEBESGUE. 


1. Lemue. out nombre de la forme À n + 2 est dé- 
composable en trois carrés (voir Lecenpre, Théorie des 
Nombres, 2° édition, tome [, page 393). 

Observation. Ce théorème est énoncé par Euler dans 
une lettre à Goldbach, datée de Berlin, 25 juin 1748 
(Corresp. math. et physique, tome I, page 448). Il ajoute 
qu'il a vérifié que tout nombre de la forme 4 n +1 ou de 
la forme 4 n + 2 est la somme de trois carrés (zéro non 
exclu); mais qu'il n’a pas pu encore en trouver la dé- 
monstration. On la doit à Legendre (ist. de l’ Acad. 
de Paris, 1785, page So7; voir aussi Disquisitiones 
arithmeticæ , page 504). 

2. Tuéorème. N étant un nombre entier positif, on 
peut toujours satisfaire à l’équation 


fmn—m—n+x+) +y=N. (Evrer.) 


Démonstration. Cette équation peut se mettre sous la 


PSE NE 


, ‘xd 
… 
pe 
— 
::: CR 
?$ 


; 
î 
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forme 
L(m+ nr) 4 (M nŸ + fat + (ay Hi) = 4N +2; 
d'où 
[2(m+nr)—if + 4at+ (ay Hi) = AN + (on — 2)] + 2. 
Le membre à droite est de la forme 4 p + 2; donc, d’a- 


près le lemme, il est décomposable en trois carrés dont 
l’un doit être évidemment pair. 








SUR UNE SURFACE DU TROISIÈME DEGRÉ QU'ON RENCONTRE 
EN MÉCANIQUE. 


—— 


Soit l’équation d’une surface du troisième degré 


(œ@+r)(r+z)(z+x)—c(x+r)— ay +2) 
— b(3+ x) — 2abc — 0. 


Cette équation peut se mettre sous la forme . 


(x+y)(xy —c)+(r +2)(72—a)+(z+x) (xx — 6?) 
— 2(abc—xyz) = 0; 


elle est satisfaite en posant 


TY =C, AVE Hd AcE. D’, 


d’où 
bc 
+ RE | 
a 
ca 
ms AL 
2 
ab 
ea 
c 
Si l’on a 


ape, Jr, m2 b?, 


les coordonnées ne peuvent être simultanément réelles, 
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Si l’on a 
2 abc 
2 abc 
a + c’ 
2 abc 
NA EPL 


T—Z—O, Y—= — 


UNE 


S 
| 
Il 

© 


le plan 
Dr PE pE=0S 


où p est une constante, coupe la surface suivant une hy- 
perbole équilatére. 

Observation. Cette équation est l’objet d’une de ces 
excellentes Notes dont M. J. Bertrand a enrichi la 3° édi- 
on de la Mécanique analytique (tome I, page 407) (*). 
C'est un travail accompli avec science et conscience; 
synthèse indispensable chez un éditeur, et qui devient 
trés-rare. « À une époque où, sauf quelques honorables 
» exceptions, la publication d’un livre est une opération 
» purement mercantile, où les Traités des sciences sur- 
» tout, taillés sur le mème patron, ne diffèrent entre eux 
» que par des nuances de rédaction souvent impercep- 
» tibles,.…., on accomplit, Je crois, un devoir en diri- 
» geant l'attention des commencants vers les sources ori- 
» ginales. » C’est ce que disait Arago en 183r, dans son 
éloge de Volta (Aém. de l’ Acad. des Sciences, tome XII, 
page 73). M. Bertrand s’est pénétré de ce devoir en r'epro- 
duisant un chef-d'œuvre de philosophie mathématique, 
brillant par l’unité de pensée, de plan, de méthode. Sans 
doute, dans un ouvrage de si haute portée, de si longue 
haleine, on s'aperçoit dans un petit nombre d’endroits 
que le génie de Lagrange est celui d'un homme. Ces inad - 


RE 


(*) On lit une éloquente analyse de cette édition dans l’Athenœum fran. 
çais du 27 août 1853, par M. Alfred Maury, sous-bibliothécaire à l’In- 
stitut 
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vertances sont éminemment instructives, lorsqu'elles sont 
signalées et rectifiées par des géomètres tels que Poïinsot, 
Binet, Bertrand. C’est ainsi que dans Euclide mème, 
dans cet autel élevé à la logique géométrique, on ren- 
contre cette grande inadvertance, cette confusion des so- 
lides égaux par superposition et par symétrie, inadver- 
tance qu'Euler a si richement réparée. Il faudra toujours 
en revenir à ces grands maîtres, car « en fait de mathé- 
» matiques, il n’y a à profiter que dans les méthodes et 
» les livres qui ne consistent qu’en détails ou en propo- 


LA 


» sitions particulières, ne sont bons qu’à faire perdre du 


» temps à ceux qui les font et à ceux qui les lisent. » 
[ Analyse des Infiniment petits, préface (*). ] 

C’est en 1699 que L’Hospital faisait cette observation, 
et, en1854, c’est vers ces boutiquiers en détail qu’on 
veut pousser la jeunesse, et qui y perdra, outre le temps, 
l’aptitude aux raisonnements abstraits, longuement en- 
chaînés, l’aptitude aux profondes méditations. 





a ———_——————————————— —….————…—…—"…"—" —…. …"—…"_—…" …"…"—…"…—"…"—"— _—.—_—_.—… _—…—_—__——————_——— ….….…_…" —_—…_—-_—…——_——…_…——…————— 


NOTE SUR LES SECTIONS TORIQUES ; 
Par M. GARLIN. 


Doésteur ès Sciences. 





M. A. Serret a, le premier, fait connaître la véritable 
nature des sections toriques parallèlement à l’axe (Jour- 
nal de Mathématiques , tome VIIT, page 495, 1843). Je 
vais parler ici d’une propriété qui ne se trouve consignée 
nulle part, à ce que je sache. Elle consiste en ce qu’en 
coupant un tore déterminé par un plan parallèle à l’axe, 
la courbe d’intersection est la même que celle qu'on ob- 

(*) Une Note de M. Bertrand sur les équations de Hamilton est devenue 


lc sujet d’une belle thèse doctorale de M. Alfred Lafond sur laquelle nous 
nous proposons de revenir. 
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tient en cherchant le lieu géométrique des sommets des 
angles quelconques circonscrits à une certaine ellipse, 
dont il est facile de déterminer les éléments. Et récipro- 
quement, la courbe du lieu des sommets des angles quel- 
conques circonscrits à une ellipse déterminée, peut être 
obtenue en coupant un tore dont on détermine les élé- 
ments, par un plan dont on assigne la position. 

Pour le faire voir, rappelons-nous que l’équation du 
tore est l’équation du quatrième degré 


(Va + — d)+z—R; 


R étant le rayon de la circonférence génératrice, d la 
distance de son centre à l’axe de révolution, et l’origine 
des coordonnées le pied de la perpendiculaire abaïssée de 
ce centre sur l'axe. 
Soit 
RS 2 
l'équation du plan sécant; la courbe d’intersection qui se 
projette en vraie grandeur sur le plan XZ a pour équa- 


tion, dans ce plan 
; P 3 


(1) f(x 2) 2 (pi d'=R')r +2 (p+ d'— R)# 
I 
| — 4 d'p+(d + pr} = o. 


Or la courbe relative aux sommets des angles & cir- 
conscrits à une ellipse dont les demi-axes sont a et b, a 
pour équation, en posant tang & = K, 

(er) — se ( AD ee " (as Reg cu 2 a 2 
K? K£ 
A a? b? 

rare 





(2) 





+ (27.+.02) + 


Supposons d’abord qu’on connaisse a, b et «. Il s’agit de 
voir si, par l'identification des équations (r) et (2). on 


PV", 


F7 CP DV RERA Le 


nn die, à à. svt. conf ÈS LS SSSR ASE 
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peut trouver des valeurs réelles et finies pour les éléments 
d,Retp, relatifs au tore et au plan sécant. 
Les équations de l’identification sont 








D+R— pa + b+ TE 
b? 
R — 2 — p= a+ bp + _ ; 
2? 2 
(p}+ d'—RY} — 4 d'p= (a + EE 1 


Retranchant la deuxième de ces équations de la pre- 
mière, on trouve 
a — b? 

KA 


FE tres 
Ainsi en posant, comme d'ordinaire, 
a — b?= €, 


la distance de l’axe de révolution au centre du cercle gé- 
nérateur sera égale à c cotang «. 
La deuxième et la troisième équation donnent 





— b° , 
er csin a? 
la position du plan sécant est ainsi déterminée. 
D'ailleurs la première équauon donne, pour le rayon 
de la circonférence génératrice, en y substituant les va- 
leurs déjà trouvées, 
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a 


7 csin« 





Réciproquement, le tore étant défini d'avance, ainsi que 
la position du plan sécant, les trois équations de l’iden- 
tification servent à déterminer les dimensions de l’ellipse 
et l’angle «. 


Ann, de Mathémat., t. XL, (Novembre 1854.) 27 
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En particulier, si l’angle est droit, le tore est remplacé 
par la sphère, car d = 0; et les valeurs 
b? a? 
P —= A — 3? 
font connaître le rayon de cette sphère, et la position du 
petit cercle égal à celui du lieu géométrique. 

L’équation (2) du quatrième degré à puissances paires 
n'est pas décomposable, en général, en facteurs du 
deuxième degré. On s’en assure en identifiant le premier 
membre au produit de deux polynômes du deuxième de- 
gré en x et y, et l'on voit que l’on n’a de coefficients réels 
pour ces polynômes que quand a — b, c’est-à-dire quand 
l’ellipse devient un cercle. Alors on trouve deux circon- 
férences pour le lieu; l’une se rapporte à l’angle donné, 
et l’autre à l’angle supplémentaire. C’est effectivement ce 
que l’on trouve quand on traite directement la question 
pour le cercle. On peut encore démontrer l'impossibilité 
de la décomposition en facteurs, en résolvant l’équation 
par rapport à z, et cherchant alors la condition pour que 
la quantité placée sous le radical soit un carré parfait. 


Note. Pour l’hyperbole équilatère, le lieu des sommets des angles égaux 
circonserits est une cassinoïde. MM. William Roberts et Tortolini ont 
publié, sur cette courbe , de belles études qui se rattachent aux fonctions 
elliptiques. (Journal de Liouville et Raccolta scientifica.) Lorsque p=R 
sans que d soit nul, l’identification devient impossible. Un cas spécial est 
celui où p — d — R ; l'équation (2) ne se rapportant qu’à l’ellipse, n’est 
pas assez générale. Tu. 








7 EXPRIMÉ EN 553 CHIFFRES. 


(Arch. de Mathématiques de Grunert, t. XXI, p. 119 ; 1853.) 


Le professeur Richter, à Elbing, a fait ce calcul. Les 
200 premiers chiffres sont les mêmes que ceux de 
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M. Dahse (tome IX, page 12) qui sont ainsi vérifiés. 
Voici les 133 nouveaux chiffres : 
44288 10975 66503 34461 28475 64823 37867 83165 
27120 19091 45648 56692 34603 48610 45432 66482 


13593 Go726 o2491 41273 72458 70066 06315 58817 
48815 20920 098... 


D'après ce calcul, les 56 dernières décimales de 
M. Rutherford ne sont pas exactes (tome X, page 198). 
Dans ces 133 nouveaux chiffres, les 93 premiers sont 
vérifiés par un travail de M. le professeur Lehmann, à 
Postdam (4rch. de Math. , tome XXI, page 159; 1853) 

Aïnsi 273 chiffres sont contrôlés. 

Ce Mémoire de M. Lehmann est très-remarquable, le 
plus complet qui existe pour le calcul de T; On yirouve 
celte curieuse observation : Si l’on voulait calculer le vo- 
lume d’une sphère ayant pour rayon un trillion de 
milles (*), éloignement de la nébuleuse la plus éloignée 
observée jusqu’à ce Jour d’après l'estimation de Herschell, 
et calculer avec une exactitude telle, que l'erreur soit 


moindre que la plus petite grandeur microscopique ; 
moindre qu'un cube d’un deux-millionième de pouce 
de côté, il suflirait de prendre x avec 90 décimales. 
Que devient en comparaison l’arénaire d’Archimède ? 
Ludolf van Ceulen a calculé ses 35 décimales, sans 
séries, à la manière d’Archiméde, par des extractions 
successives de racines carrées. 
Sharp, Machin et Lagny se sont servis de la série 


= 6 arctang {/=—Vr2 AR | 
LL EE V'ÉE Tan CIRE NRC ECM 


M. Lehmann trouve que, pour avoir par cette série 
avec 100 décimales exactes, il faut 207 termes, chacun 








(*) Le mille d'Allemagne est de deux lieues environ. 
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avec 103 décimales. Lagny a trouvé 127 chiffres. Il fau- 
drait calculer 263 termes, chacun avec 130 décimales; 
mais il paraît que Lagny a trouvé les 27 dernières 
décimales à l’aide d’un arüfice qu'on ne connait pas. 
M. Lehmann conjecture qu'il a fait usage d’une PAIE de 
la série négligée par Machin; savoir : 


415 Ù A RC 


Ve VU 7 Soi o r 
+ aies 415 417 419 1 
17 419 far 


Convertissant cette série en une autre plus convergente, 
Lagny a pu se servir de cette expression 


En I I ] 
= va (ss tomes +...) 


Re CONCR 
NO D Fig 49 F\ 
326,630 2. 4 6 I 


et, par un calcul très- -compliqué, M. Lehmann trouve 
qu'il faudra calculer 219 termes, chacun avec 130 dé- 
cimales, pour obtenir x avec 127 chiffres exacts; ainsi 
on aura à calculer 44 termes de moins que d’après la pre- 
mière série. On a obtenu cette réduction en réduisant les 
5G derniers termes de 263 à 12 termes. L'auteur se pro- 
pose ensuite cette question : Où faut-il s'arrêter dans le 
développement de la série générale pour réduire le calcul 
au moindre nombre de termes. Il applique ces considé- 
ratons à ces expressions de 


/ 


I l I 
2 4 (are tang 5 + arc tang 5 + arc tang ÿ) 


1 L 
— 6 tang arc e ce Â arc tang — 
7 


RL (are lang = + arc tang :). 
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(421) 


On a la formule ordinaire 


arc tang o == » — 5 p + Ev + + ET 
en tout g termes. 
L'auteur convertit les r derniers de ces g termes en une 
autre série convergente, et trouve 


LE I 
APTE RE UR 





a1c tang 9 = 9 — 3 8? 
TJ 4 
249 —2r+3 1+9° 
1 IE Sp A 
DPI Qt ve dE Tee nee NUE SRRERT On 
‘ Ÿ (2q—2r+ 3)(29— 2r+5)\1+ 0 
va cle a. CHOC LOIR RS esse .. 


Nous ne pouvons pas suivre l’auteur dans ses calculs 
qui remplissent une trentaine de pages. Nous devons nous 
contenter de savoir que M. Lehmann indique combien 
il faut prendre de termes pour avoir successivement les 
nombres de Ludolf, Sharp, Machin, Lagny, Vega, Dahse 
et les 73 premiers chiffres de M. Richter; d’autres 
moyens sont indiqués pour passer plus loin. Nous ne 
connaissons pas de meilleure étude sur les méthodes d’ap- 
proximation dont il est maintenant si souvent question. 

2. En 1852, une brochure in-4 de 10 pages a été pu- 
bliée à Besançon sous le titre : Démonstration de l’im- 
possibilité de rectifier exactement la circonférence du 
cercle, par Numa Boyé, ingénieur des Mines, ancien 
élève de l'Ecole Polytechnique (*). 

Par des considérations fonctionnelles, l’auteur parvient 
à la formule connue 


, Î { / , 
FM ner Ule log FCOSZ HN — 1 sin z ). 





(*) Je dois cetté brochure à l’obligeance de mon collègue, M. Renaud- 
Ducreux, professeur à l'École d’Artillerie de Besançon. 
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[L'auteur désigne e* par E (x) et log x par E (x); cette 
notation n'a pas d'importance logique. ] 


Faisant 
Fi 
PE, | 
2, 
on à 
our | LS; 
— V— 1 = 10€ V — 17: 
. 5 ‘ 
d’où 


: e as 
= V—ilog ÿ— 1. 


L'auteur ajoute : « Cette formule étant exactement dé- 
» duite, ne comporte que les deux hypothèses suivantes : 
» ou bien elle est une identité , ou bien elle est une équa- 
» tion, c'est-à-dire une relation déterminée, pouvant être 
» exactement satisfaite par une quantité déterminée. » 

Il s'attache ensuite à prouver que les deux cas ne sont 
pas admissibles. Donc il n'existe pas d'expression algé- 
brique possible entre la circonférence et le rayon: On 
peut répondre que cette expression n’est ni une identité, 
ni une équation proprement dite. C’est un symbole mné- 
monique relatif à des développements en série. Si, dans 
log x développé en série, on fait x — ÿ—r, et qu'on mul- 


tiplie ensuite tous ses termes par ÿ—1, on obtient unese- 
Via # e ° e T 

conde série réelle, et qui a pour limite -. Il faut donc en- 
2 


core s’en tenir à la démonstration de Lambert. 

La géométrie démontre que le côté du carré divisé par 
la diagonale donne un quotient constant, et que ce quo- 
tent est irrationnel; la géométrie démontre encore que 
la circonférence divisée par le diamètre donne un quo- 
tent constant. La géométrie est sans doute capable de dé- 
montrer que ce quotient est irrationnel; mais les géo- 
mètres sont encore incapables de donner cette démonstra- 


Le. EE 





de D 27 2 
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tion. 11 faut toujours distinguer entre la géométrie et les 
géomètres; comme entre l'analyse et les analystes. La 
science peut tout, elle est Dieu; maïs pas les savants, ce 
sont des hommes (*). 








UNIVERSITÉ DE PARIS. j 


Question proposée pour le Baccalauréat ès Sciences 


(4 avril 1854). 

On demande le poids d’un tombereau de terre dont les 
dimensions sont les suivantes : 

Profondeur 0",75 ; 

Largeur du fond 0",52 ; 

Longueur du fond 0",80; 

Largeur du bord supérieur 0,82; 

Longueur du bord supérieur 0°,88. 

Il est rempli à ras du bord; il est à fond plat, la densité 
de la terre est 2",65. 

Soient d la profondeur, a, a’ les deux longueurs, b, b° 
les deux largeurs, V le volume. On a 


V— a ôf(2a + a") b+(2a"+ a)b']. 


Le poids cherché est 1172"",634, calculé par M. Koralek. 
Cette formule simple, de M. Catalan, est un cas parti- 
culier du théorème de M. Sarrus , énoncé t. VIE, p. 244, 
des /Vouvelles Annales. 
Convenons que c’est une bien belle chose que les 
mathématiques enseignées au point de vue deleurs appli- 
cations, bien propre à agrandir, à ennoblir l'intelligence 





(*) Pascal fait une distinction entre les discussions de théologie et de 
théologiens ; même distinction à faire entre les discussions d’astronomie 
et d’astronomes. 
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. y» ° « 34 , l 0 Il 1 3 
juvénile, à l'âge poétique de la vie. Il est à regretter qu'on 
ne donne jamais de questions universitaires sur la tenue 
des livres; on les réserve peut-être pour la Licence ès 
Sciences. Ærgentum tuum versum est in scoriam ; vinum 
tuum mistum est aqud ; principes tui infideles (*); om- 
nes diligunt munera, sequuntur retributiones (Isaias, 
2x0) 








FACULTÉ DE PARIS. 


Agrégation pour les brcées (Sciences), 1854. 


Question. Exposer une méthode simple et pratique 
pour obtenir un produit et un quotient à une unité près 
d'un ordre décimal donné. Erreurs relatives des données 
et des résultats. Calculer à cent unités près, à l’aide de 
cette méthode, le rayon d’un cercle dont la circonférence 
serait de quarante millions de mètres. 

Observation. Lisez : calculer le rayon d’une circon- 
férence de tant de mètres. Pourquoi la forme germanique 
serait ? On est tenté de croire que ce sont les professeurs 
de langue allemande qui rédigent certaines questions 
universitaires. 











NOTE SUR LES PUISSANCES DES NOMBRES 


(voir t. IV, p.637;t V. p. 23; Dror). 





1. Euclide montre par la géométrie la composition 
du carré du binôme; on peut montrer de la même ma- 








(*)Selon la Vulgate. Le vrai sens est perversi : c'est ce qu'exprime le mot 
hébreu sorerim. 
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nière le carré du trinôme, du quadrinôme et d'un poly- 
nôme quelconque; c’est une observation de M. Farague. 
La géométrie suflit aussi pour faire voir très-simplement 
la composition du cube du binôme; maïs la complica- 
tion augmente avec le nombre de termes. 
Euclide montre l'identité a? — b? —={(a+b){(a—b); 

on pourrait encore montrer les identités 

as —. D — (a — b}(a? + ab + bis 

a +b= (a+ b)(a— ab + ba}: 


Les puissances supérieures au cube dépassent les limites 
de l’étendue. 

2. Soit (a.10" + b"), où a, b,m, n sont des nombres 
entiers positifs ; supposons que b,m, n sont des nombres 
constants et que a seul varie : les 7 premiers chiffres à 
droite restent les mêmes. Cette propriété donne le moyen 
de raccourcir les Tables des puissances des nombres, en 
disposant ces nombres suivant une progression arithmé- 
tique dont la raison est 10"; tant que à ne change pas, 
les 7 premiers chiffres à droite, une fois écrits, servent 
toujours. M. Caïllet, auteur d’un excellent Traité de Na- 
vigation (*), a mis ainsi sur une seule page les carrés des 
nombres de 1 à 1600 (t.I, p.197). Les Tables de Büchner 
donnent les carrés et les cubes des nombres de 1 à 12000; 
si l’on adopte la méthode de M. Caïllet , on pourrait faci- 
lement étendre ces Tables jusqu’à 100 000 , sans une aug- 
mentation de volume. On a remarqué depuis longtemps 
que les Tables des carrés peuvent servir à effectuer des 
multplications , d’après l’identité 


AE ON: AS ON? 
ab — LS PES : 
OP en ) 


À 














(*) Traité élémentaire de Navigation, à Vusage des officiers de Ia marine 
militaire et de la marine du commerce; par V. CAILLET, examinateur de Ia 


marine, Brest, 1848 ; à vol, in-8, 
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DÉMONSTRATION DE QUELQUES PROPOSITIONS D’ARITHMÉTIQUE 
D'APRÈS EUCLIDE; 


Par M. ANGELOo GENOCCHI. 


Une propriété des nombres, dont on ne peui se passer 
même dans les éléments, c’est que le produit de deux 
nombres premiers avec un troisième est premier avec ce 
troisième nombre. Pour l’établir, je donne la préfé- 
rence à la démonstration d'Euclide, qui me paraît la plus 
simple, et qu'on abrége beaucoup par l'emploi des nota- 
tions modernes. Il est vrai qu’on a besoin de prouver 
d’abord quelques autres propositions; mais celles-ci ne 
sont pas sans intérêt : au contraire, je les crois essen- 
tielles dans la théorie de la réduction des fractions. Cette 
démonstration revient à ce qui suit. 


4. Si 5 est la plus simple des fractions équivalentes à 


e , e , D . . 
une fraction déterminée L, a sera un diviseur de p,etb 
q 


un diviseur de g. 
Démonstration, Si a est un diviseur de p, On aura 





P — ma, 
m étant entier; mais 
[44 
b q 
et, par suite, 
«a nc 
IEEE 9 
b q 


d’où 


GE MIO 


CT fo 


ins. > 2, 2: 


til tie tons D sé spé ed - enr “Die Sd ro Se, 
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donc à sera aussi un diviseur de g. Si a n’est pas un di- 
viseur de p, divisons p par &, et soient m le quotient, «’ 
le reste : nous aurons 


ni / 
pP = ma + 4, 


(# . - 
et comme — Le il s'ensuivra 
«& 


Il 


: a’ 
Es 
a 


T 
b 


ST dre à an à à 
Or, la fraction — étant inférieure à l’unité, il est clair 
f a 


qu’en divisant g par b on obtiendra m pour quotient en- 
tier avec un reste b’<T b, ei qu’ainsi 


q b 
= = M + —. 
b SO 
; 
En comparant les deux valeurs de D on a 
a! b! a’ a 
— 9 Où _—.—?: 
b b DE q 
; NO CANNES, UD 
on trouverait donc une fraction 7 équivalente à — et plus. 
q 


a 
b 
2. Si p et g sont deux nombres premiers entre eux, 


simple que 


ESera la plus simple de toutes les fractions ayant mème 
q 
valeur. 


sue Ne 
Car, si la plus simple était une autre fraction 7? a sC- 
? 


rait un diviseur de p, et b un diviseur de g (1), et l’on 
aurait 

DU 0 == UL0S 
m étant un entier supérieur à l’unité : par conséquent, p 
et g auraient un facteur commun 7. 
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3. Si b est premier avec a, b sera premier avec tout 
nombre c diviseur de a. 
En effet, si b et c avaient un facteur commun d, ce fac- 
teur diviscrait exactement a qui est un multiple de c : on 
aurait donc 


“ b'= md NE RE 


et d serait un diviseur commun de a et b. 

4. Si a et b sont premiers avec c, leur produit ab = p 
sera aussi premier avec c. 

Démonstration. Supposons que p et c aïent un divi- 
scur commun q ; a, premier avec C, sera premier avec q 
diviseur de c (3), et, d’ailleurs, on aura 


Diuriqs 
mL étant entier, ou 
40 —="mg, 
d’où 
«a bee rt 
PE 


[41 . L] LA - 4 
Donc - sera la plus simple des fractions équivalentes à 
q 


n)? 
b 
: e e. e . LE 

auraient un diviseur commun g, tandis qu'ils sont don- 


(2); donc g sera un diviseur de b (1). Aïnsi b et c 


nés comme premiers entre eux. 

Ces quatre théorèmes coïncident, dans le même ordre, 
avec les propositions 21, 23, 25, 26 du VII livre 
d'Euclide, et je n’ai changé que la démonstration du 
premier théorème. Le troisième pourrait être omis comme 
assez évident, 


RS à CR Rd dt me sil bé Dhs dd di SAS 
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REMARQUES SUR UN THÉORÈME DE M. BRIOSCHI 
ET SUR LA QUESTION 267 


(voirt. XI,p 402, ett. XIT, p. 167); 


Par M. AncEzo GENOCCHI. 





Soient À;,,...,Â; cinq points situés sur un ellipsoïde; 
À, l’un quelconque d’entre eux; v, le volume du tétraëdre 
ayant pour sommets les quatre autres points; Mun sixième 
point; D, le demi-diamètre de l’ellipsoïde parallèle à 


MA, ; d, la distance MA, : on aura 


DE É DO. 


M. Brioschi a donné ce théorème en supposant le point 
M situé aussi sur l’ellipsoïde, et il a remarqué que, dans 
le cas d’une sphère, le théorème a lieu quoique M ne soit 
pas un point de la surface. Il est facile de démontrer que 
celte observation doit être étendue au cas d’un ellipsoïde 
quelconque. Soient, en effet, 


7 + 2 —+- 4 
—— — ef | 
a? b? c?. < 


l'équation de l’ellipsoïde, et 
Y = PT; Z2— q%; 
celles du demi-diamètre D, : les coordonnées de l’extré- 


mité de D, seront 


RE M 
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Par suite, on aura 
1 p°+ q° 
D X + y? + ARE SE 
Fe 
a? b? c? 


ou 
10 p? q° 1-+ p°+ q? 
HN en Eu 
Or, si, B, y sont ies coordonnées du point M, et r,, 
Y-, Z, celles de À,, on aura 
dia — am +(B— 7,) + (y— 7) 
de plus, D, et MA, étant parallèles, il s'ensuit 
RL can A 


Z— ZX, X—ZT, 





PDP — 





donc l’équation précédente deviendra 
q P 
ir (Brno battre 
a? b? c? D; 
On voit que cette formule a lieu quelles que soient les 
positions des points M et À. En supposant que À, soit sur 
l’ellipsoide, et faisant 


rl ur Ex Pc Lan ME En F, 
p PRES b? 
nous trouvons 
2.@ PACE 27 d; 
PE CR PP EL TIE 


qui représente cinq équations correspondant à 
DEAN ANR) 
entre les quatre mêmes quantités 


PRE HT. 


care Entre ve 


a” c? 





ER 

*) C'est sans doute par inadvertance que M. Brioschi nomme > parmi 

: $ SOL DE , ù è éhe FR ‘ 

les quatre inconnues, l’expression 5 p: Jui, variant d'une équation à 
2D° 


l'autre, représente cinq quantités, et qui reparaît dans le déterminant. 
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Leur déterminant, que je désignerai par 


d? 
dét. 1, Lys rs Zro D? 9 


sera donc nul, et, en le développant, on aura 


fr fs Leg 
> Ga — ét AT Ta 2 | 0 
D; 


où 7” désigne ceux des nombres 1,2,...6, qui sont difié- 
rentis de 7. Mais comme 


Lg 
HE dÉLASE TN ar TS 


on conclut 
d? 
DES, 0. 
D; 


Pour la sphère, on a 


D rt, : 


et si le point M coïncide avec AÀ., il en résulte 
ed — v, di + v, di — v, d? = 0, 


puisque d,—= 0. Cette équation particulière a été donnée 
par M. Bellavitis dans les Ænnali de M. Tortolini, 1853, 


page 204. M. Bellavitis croit que la relation . 


> P, d='9 , 


analogue aux précédentes, et qui forme le sujet de la 
question 267, est erronée. Il me semble que son opi- 
nion peut être justifiée, en considérant un cas particulier 
très-simple, celui où les points A,, A,, À;, A, seraient 
les sommets d'un quadrilatère plan rectangle. Dans ce 
cas, le tétraèdre v, s’évanouit, et les autres #,, v,, #3, v, 
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sont équivalents , comme ayant pour hauteur commune la 
distance de À, au plan du rectangle À, A; À, À, , et pour 
base la moitié de ce rectangle. La relation 


> Rod = 0: 


qui a lieu pour la sphère, devient donc 
2 2 2 AE 
d — dd, + d' NET 10 


et en même temps la relation 


> D'OR I0ù 


d,+ d, + d, + d, = 0. 


donnera 


Or il est aisé dese convaincre que ces deux équations ne 
peuvent subsister ensemble pour toutes les positions du 
point M sur la sphère, car les distances d,, d, d;, d, 
devraient être égales deux à deux, et, par conséquent, le 
point M serait situé sur un plan diamétral perpendicu- 
laire à deux côtés parallèles du rectangle À, A, À, A. 


. 





SUR LES SONS HARMONIQUES ; 
MERSENNE. 





On attribue ordinairement à Rameau (*) la découverte 
des sons harmoniques qu'un corps sonore fait entendre si- 
multanément. Voici ce qu'on lit dans |’ Harmonie univer- 
selle du P. Mersenne, imprimée en 1636. 

C'est la proposition 31 du livre IV des Instruments . 
page 208. 

« Déterminer pourquoy une chorde touchée à vuide 
» fait plusieurs sons en mesme temps. 

» Il semble qu'Aristote a cogneu cette expérience, 








(*) Né à Dijon en 1683, mort en 1764. 





» 


» 


» 


») 


» 


» 


» 


») 


») 


}) 


») 


» 


» 
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lorsqu'il a fait la question pourquoy le son grave con- 
tient l'aigu dans le huitiesme problesme de la dix-neu- 
viesme section, pourquoy il devient plus aigu en finis- 
sant dans l’onziesme : à quoy l’on peut rapporter le 
douziesme et le‘treiziesme problesme, et d’où plusieurs 
autres problesmes de la mesme section peuvent être en- 
tendus , de sorte que cette proposition est fort utile pour 
la philosophie d’Aristote; mais il faut remarquer qu'il 
n'a pas sceu que la chorde frappée et sonnée à vuide 
fait du moins cinq sons différents en mesme temps dont 
le premier est le son naturel de la chorde qui sert de 
fondement aux autres et auquel on a seulement esgard 
pour le chant et la partie de la musique, d'autant que 
les autres sont si foibles, qu'il n’y a que les meilleures 
oreilles qui les entendent aysément…. Quant à moy, 
ie n'y ay nulle difficulté, et Jay rencontré plusieurs 
musiciens qui les entendent aussi bien que moy... Or 
ces sons suivent la raison de ces nombres r, 2, 3, VESTES 
car l’on entend quatre sons différents du naturel , dont 
le premier est à l’octave en haut, le second à la dou- 
ziesme , le troisiesme à la quinziesme et le quatriesme 
à la dix-septiesme majeure, comme l’on void par lesdits 
nombres qui contiennent les raisons de ces conson- 
nances en Icurs moindres termes... Outre ces quatre 
sons extraordinaires, j'en entends encore un cin- 
quiesme plus aigu (*), que i’oy particulièrement vers 
la fin du son naturel et d’autres fois un peu avant le 
commencement ; 1} fait la vingtiesme majeure avec le 
son naturel, avec lequel il est comme 3 à 20. Mais Jex- 
périmente quasi toujours que la douziesme etla dix-sep- 
tiesme s'entendent plus distinctement que les autres. » 


DER me + 


(* )} Ceci annonce une ouïe d’une extrème finesse, telle qu'on la rencon- 


trait chez le célèbre physicien Savart et chez son frère le Com mandant du 
Génie, 


Ann. de Mathémat., t. XIE, (Novembre 1954.) 28 
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[I cherche ensuite la cause du phénomine ; énonce la 
véritable, mais parait la rejeter. Attribuant tout son 
aux battements de l'air, il ajoute : « Si ce n’est que l’on 
die que la moitié de la chorde le bat deux fois, tandis que 
la chorde entière le bat une fois, et qu’en mesme temps la 
troisiesme, quatriesme el cinquiesme partie le battent 
trois, quatre et cinq fois : ce qui est contre l'expérience. » 
On voit qu'il ne connaissait pas l’existence des nœuds ; il 
croit qu’il faut chercher l'explication dans les battements 
de l'air extérieur et en donne des raisons fort vagues. Il 
répète cette expérience avec des cloches. 

L’Harmonie universelle du célèbre minime, ouvrage 
in-folio de 1049 pages, est une macédoine de renseigne- 
ments littéraires, scientifiques , physiques, artistiques , 
technologiques, ete. On y trouve la Mécanique de Ro- 
berval ; la Rhythmique poétique des Anciens et la Rhyth- 
mique française; la théorie des échos, des combinaisons ; 
la page 108 est une Table des permutations de tous les 
nombres de 1 à 64: pour 64 il y a go chiffres compris 
14 zéros; à la page 112, 0n lit fes fuules 720 permuta- 
tions des six notes ut, ré, mi, fa, sol, la; la construction 
de tous les instruments de musique du xvis siècle et 
la manière de les jouer ; l’anatomie complète des organes 
de la voix; des expériences sur les sons rendus par divers 
métaux, divers bois, sur la vitesse et sur la durée des 
sons, etc (*). À la page 55 il indique les mouvements 
qu'il faut faire pour prononcer les voyelles et les con- 
sonnes: ce qui à peut-être donné lieu à la scène du Bour- 
geois- Gentilhomme. Il propose la construction d'un 
clavecin dont les tons sont divisés en quatre parties pour 
faire les dièzes enharmoniques (p. 215). Un instrument 
semblable a été proposé et construit par M. Vincent, 








(x) Ces expériences méritent d’être vérifiées par notre habile physicien 
M. Wertheim, qui a fait de V’élasticité une étude spéciale et approfondie 
et l’objet d’une savante thèse doctorale. 
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membre dé l'Académie des Inscriptions. Mersenne croit 
qu'il faut se servir de l’orgue pour apprendre à chanter 
aux enfants. Vers la fin de l’ouvrage, il traite de l’artil- 
lerie , des portées des pièces, du tir des flèches. Le livre 
dixième de l'Art de chanter contient une méthode de 
des Argues pour apprendre Ja musique aux enfants, et 
beaucoup de renseignements sur divers personnages du 
temps; ainsi le livre des Orgues est dédié au père de 
Pascal, excellent musicien, qui touchait bien de l'orgue 
etquise proposait de faire un ouvrage sur cet instrument. 
À la page 301, on lit le premier couplet d'une chanson 
composée par Louis XIV et mise en musique par le sieur 
de la Barne, épinette et organiste du roi. 

Beaugrand et Roberval excellaient dans la théorie et 
la pratique de la musique. 

Le bon Père s’abandonne aussi auelquefois à des con- 
sidérations qui paraissent, au point de vue de notre 
siècle, d’une étrangeté extrême. Voici un spécimen rela- 
tif aux sons harmonieux. 

« CorozrairE. $% le son de chaque chorde est d’au- 
» tant plus harmonieux et agréable qu'elle fait entendre 
» un plus grand nombre de sons différents en mesme 
» Lemps, et qu'il soit permis de comparer les actions 
» morales aux naturelles, et de transporter la physique 
» aux actions humaines , on peut dire que chaque action 
» est d'autant plus harmonieuse et agréable à Dieu, 
» qu'elle est accompagnée d’un plus grand nombre de 
» motifs, pourvu qu'ils soient tous bons : Par exemple, 
» lorsque l’on jeüne pour macérer le corps et pour le 
» rendre plus obeyssant à l'esprit, et Puis pour satisfaire 
» au Commandement de L "Église > en troïsiesme lieu pour 
» réserver quelque chose pour les pauvres, et finalement 
» pour imiter les jeünes de Nostre Sauveur er pour pra- 
» tiquer l'amour que nous lui Portons. Car l’on peus 


* comparer {ous ces motifs à tous les sons QUE accom - 
28. 
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» pagnent le mouvement de la chorde. et dire quant et 
» quant que l'intention qu est la plus forte, et qui a la 
» fin la principale et la plus excellente, est semblable 
» au son dominant et naturel de la chorde, puisqu'il 
» est le plus sensible et la cause de tous les autres sons 
» qui se font par des mouvements plus précipités, ou 
» par des retours plus, fréquents. » | 
Et une foule d'imaginations du même genre (*). En dé- 
erivant toutes les danses usitées de son temps (on y voit 
des valses que lon trouverait indécentés aujourd'hui), 
il propose de composer des ballets pour enseigner l’as- 
tronomie. À propos d’un éloge pompeux de l'unisson , il 
prèche la communauté des biens et dit : « Et quant à la 
communauté des républiques, à laquelle Aristote s’est op- 
posé pour contredire à son maistre, elle est très-souhaï- 
table ; car toutes les choses les plus excellentes nous con- 
vient à cette égalité et communion des biens; tous les 
hommes sont frères (liv. 1, p. 11). » Le bon moine de 
Saint-Francçois-de-Paule, voyant le monde à travers les 
grilles du cloître de la place Royale, croit qu'il peut se 
gouverner comme un couvent. 
Mersenne, né au bourg d'Oizé (Sarthe) en 1588, est mort 
à Paris en 1645, parsuite d’une opération chirurgicale mal 
faite. Ayant consacré sa vie entière à l'avancement des 
sciences, à Putilité publique , il ordonna même l’autopsie 
de son corps, pour découvrir où les gens de l’art s'étaient 
trompés. Il avait des liaisons avec les hommes distingués 
dans les sciences, dans les arts libéraux et même dans les 
métiers. Encourageant tous, ne jalousant personne, il 
devenait un lien, sorte de territoire neutre, entre des cor- 
respondants qui quelquefois ne s'aimaient guère; ce qui 
n'est pas rare entre savants, même et surtoutde haut bord. 





(*) Très-souvent les hommes les plus instruits ont une facette cervicale 
portant l’estampille de Bedlam. 











BIBLIOGRAPHIE. 


Tous les ouvrages annoncés dans les Nouvelles Annales de Mathématique s 
se trouvent chez MazLer-Bacnezier, libraire, quai des Augustins, 55, 


Die EBENE POLYGONOMETRIE, VOLLSTANDIG DARGESTELT 
UND DURCH ZAHLREICHE BDEISPIELE ERLAUTERT. La Po- 
lygonométrie plane , complétement exposée et éclaircie 
par de nombreux exemples; par le D' J. Dienger, pro- 
fesseur à l’école polytechnique de Carlsruhe. Stuttgard, 
1894; in-8 de 80 pages, 52 figures sur bois dans le 
texte. ; 


Simon-Antoine-Jean Lhuilier (*) a publié l'ouvrage 
suivant : Polygonométrie, ou de la mesure des figures 
rectilignes, et abrégé d’Isopérimétrie élémentaire. Ge- 
nève, 1774; in-{. 

On y découvre les qualités de l’auteur, des développe- 
ments instructifs, des raisonnements rigoureux; mais 
aussi ses défauts, des longueurs rebutantes et l’absence 
d'élégance et de symétrie : ces défauts expliquent pour- 
quoi tant d’excellents ouvrages trouvent si peu de lecteurs. 
La Dynamique de d'Alembert est un chef-d'œuvre de 
génie; Jacobi faisait le plus grand cas de la Théorie des 
Équations de Bezout; qui lit ces deux ouvrages? On peut 
promettre à M. Dienger beaucoup de lecteurs , même en 
France, quandil sera traduit. Exposition claire, notations 
bien choisies, formules mnémoniques en petitnombre, ap- 
plications numériques nombreuses : telles sont les qualités 
qui distinguent cet opuscule. Ilest divisé en six sections. 





(*) Né à Genève le 24 avril 1756, mort à Genève le 8 mars 1846, agé de 
quatre-vingt-dix ans. M. Sturm est son élève, ainsi que le prince Czarto- 


riski, chef de lémigration polonaise, 
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Première section (1-14). Détermination d’un point 
dans un plan; coordonnées ; les axes formant quatre 
angles : + x, + y, premier angle; + y, — x, second 
angle, —r, — y, troisième angle; —ÿ;,+x, qua- 
trième angle; conservant les directions des axes et chan- 
geant l’origine, on fait voir , qu'ayant égard aux signes, 
les mêmes formules servent à exprimer ce changement, 
qui est un mouvement de translation. Les coordonnées 
polaires supposent un mouvement de rotation ; pour fixer 
le sens et la grandeur de cette rotation, on admet deux 
conventions, mais qui sont essentielles et qu'il ne faut 
jamis perdre de vue : 1° la rotation unique est celle qui 
amène l’axe + x sur l’axe + y; 2° l’angle de rotation 
se compte de o à 360 degrés. Ceci établi, les équations 
TL = p COS9, y —= p sin, où p est essentiellement posi- 
tif, servent à passer des coordonnées rectangulaires aux 
coordonnées polaires, pour toutes les positions possibles. 

MN étant la direction d’une droite, pour avoir son in- 
chnaison sur l’axe des + x, on mène par M une paral- 
lèle MR à l'axe + x; la rotation que doit faire MR, pour 
s'appliquer sur MN, est l’inclinaison cherchée; bien 
entendu, rotation conforme à la convention de ci-dessus, 
ce qu'on ne répétera plus. r étant la longueur de MN; 
1, 1 les coordonnés de M ; x, . y, les coordonnées de N; 
on a constamment 


Le Hi FCOSP, Ya — Yi —= ASIN; 


est l’inclinaison de r sur + x. 

Seconde section (14-21). Détermination des coordon- 
nées des sommets d’une ligne brisée lorsqu'on connaît les 
longueurs des côtés, les sommets et les angles. Pour fixer 
les idées, soient les neuf points 1, 2,3,..., 8,0:en les 
joignant par des droites, on obtient la ligne brisée 
1293...8 9, formée par les côtés 12, 23, 3 4,.%, 89; 
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12 est le premier côté qui précède le deuxième 23, 
lequel précède le troisième côté 3 4, et ainsi de suite. 
Désignons par | 
a, la longueur du côté 12, 


LE ee 3 À 9 
TA — 89; 
par 
,* Q Ca , . 
», linclinaison de 4, sur l’axe -+ x, 
Pa ra (LE RE 
[in mir. €; <a 
le — ds —- 


L'angle que forme un côté avec celui qui le suit immédia- 
tement est mesuré par la rotation que doit faire le pre- 
mier pour s'appliquer sur le second GE 

Désignons par 


A: l'angle que fait le coté à, avec à, 


À, EE. 42 A; 
À, "FE Dr, dés 
À; — A; — d;; 


on aura généralement pour # points : 
PA = WA SE 00 TH, 360°, 
Où M, EStO, OÙ + I, OU — 1, 


Sin w} = Sin [v, + A; + A, +.,.+4 A,(n — 1) 1800], 
COS Wy — COST», + À; + A, +...4+ A,(n — 1) 100°|. 





(*) A cet effet on fait passer par le sommet commun une parallèle à 
+ x et une parallèle à + 7, et l’on opère une rotation qui tend à amener 
+ x SUL +- 7. 
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Soient 
x,, J1 les coordonnées de 1, 
T2 € LE 2; 
Ts Ja — 8, 
Zns Fn ee ns 
on a 


TLn = Li + 4, COSP, + A2 COS Pr +. + An COS ni 9 
Yn = Yi + sine, + a,Sinp; +... Ans SIN Phi; 
ou 


Ln = Li + Ai COS P, — A3 COS (P, + A2) + a, COS (v, + A; + À;) 
— a,c0S (v, + A: + A; + À;) +... 
Æ a,_, cos (p, + A3 + A; +...+ An), 

Ya = Ji + 4 sine, — a, sin (v, + A1) + a,sin (v, + A; + A.) 
— a,sin(v, + À; + À, + A) +... 
Æ a,_, sin (o, + A; + As +...+ An); 


formules qui donnent les coordonnées en fonction des 
côtés et des angles de la ligne brisée. 


Application numérique. 


= 0,103 == 2090; a 179710250430 
U3— 319 ,00265*0;—= 207,000; 
ü, "242,000 .0/—17 1000 
A; 214017 6475: Aÿ 101 SO SA TO A OS 
À, — 9917 46/6 A0 7318210"; 
on obtient 
Ty —"0; Yi —= ô? 
LA = 4102: 6199 KA OPSTETO, 
2, 420,9909, 7: 428,7477, 
= 710,4460, ys=—=302:%002, 
Zi, = 300,710, 5 = 219,8499, 
26 019,000, Ye: — 8,7153, 
TL = 640 ,71239; = + I ,0856, 
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Troisième section (21-45). Équations polygonoiné- 
triques fondamentales ; solutions des problèmes polygono- 
métriques. 

Lorsque la ligne brisée se ferme, elle devient un poly- 
gone. Ainsi, ayant les x points 1, 2, 3,..., 7,, les côtés du 
polygone sontr1,12,23,...,n7—1,n; prenons le côté 172 
pour axe des + x; et désignons par A, l’inclinaison de 
12 SUr 1/2; nous aurons 


eee à ge MA NE UP A TE ANS 


les deux dernières formules de la section précédente 
donnent 
0 — a, cos À, +-(—1)'a, cos (A; + A:) 
+ (—1)° 4, cos (A, + A, + A;) +... 
+ (a) a, -icos (Ai+ A, +...+ A5) 
+ (—1} "a, cos (A; + A; +...+ A); 
o — a, sin A, +(—1)#4,sin(A;+ A;) +... 
+ (—1) a, sin(A;+ A+ A;,) +... 
+(—i) a, sin(A +...+A,_) 
+(— 1) a, sin (A+ A;+ A3 +... + A); 


ce sont les deux équations polygonométriques fondamen- 
tales. On en déduit 


COS (A+ A: +...+ A;)=(—i); sin(Ai+ A; +...+A,;)—o, 
A+ A;+A;+...+ A, = (x — 2)180°+ 7.360, 


où rest un nombre entier positif ou négatif. Lorsque le 
polygone est convexe, r — o (voir Nouvelles Annales, 
tome IX, page 183, Barbet), et, dans ce cas, on peut 
toujours choisir l’axe des + y de manière que les À de- 
viennent les angles intérieurs du polygone. 

Prosième I. Dans un polygone, on connaït tous les 
éléments hormis un angle et deux côtés qu'il faut cal- 
culer. 
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Solution. Soit un hexagone convexe 0 
ACER O9 ANA =— 2582"; A; = 240110! 
A3 100 2 FN — 2100907, 
AT T040 >: — 027 0,2 0533; ai 0 
il s’agit de calculer A, et as, as. Appliquant les formules, 
on obtient 


a— AO 44; a; — 616 ,4703$1a; = 0944810 


Proszeme Il. On donne tous les côtés moins un; et 


tous les angles, hormis deux angles adjacents au côté 
cherché, 


Solution. Soit un pentagone convexe 





040% Gi 81082 ar = 550: 
A; A0°38";0A,— 99230655 A2 88057" 


On obtient d’abord 
A2 110840 190: 
puis 


10017047; 


et enfin, 
as = 429,0677. 
ProszkmMEe II. On connaït tous Les côtés et tous les 
angles moins deux. 
Solution. Quadrilatère convexe : 
ad = 492; a 610: 4, — 4114 a, = 483,212; 
A0 re A 0000. 
On obtient 
ÂAF= 92° 5% 
et ensuite, 
A; = 11014434. 
Prosiime IV. On connait les côtés moins un et les 
angles moins deux adjacents a un côté done. 


Re salt 2 HR on D ai an 
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Solution. Pentagone convexe 


a, = 540; a; — 519; a; = 536; a, — 429,068 ; 
A1—=4039; A,— 23355: À — 3941. 


D'abord on obtient 
a3= 437,9997 ; 


Ai 110°48' 13”; A5 119° 47 47”. 


puis 





Prosiime V. On donne tous les côtés moins un et 
tous les angles moins deux ; un seulement des angles 
inconnus est adjacent au côté cherché. 

Prosrème VI. On connaït tous les côtés moins un ; 
tous les angles moins deux ; les angles cherchés ne se 
succèdent pas immédiatement et aucun d'eux n’est adja- 
cent au côté cherché. 

Prosrème VII. On donne tous les côtés, et tous les 
angles moins trois angles qui se succèdent immédiate 
ment. 

Prosrème VIIL Mémes données ; deux seulement des 
trois angles cherchés se succèdent immédiatement. 

Prosième IX. Mémes données; les angles cherchés 
sont entièrement séparés. 

Quatrième section (46-59). Calcul de l'aire d'un po- 
lygone dont on connaît les côtés et les angles. 

Le double de l’aire d’un polygone quelconque de 7 
sommets est 

V1 La + T2 Ts FRE 0 Va ln TL Yn Ti 
re. (> F2 FI 3 + Las +. ST Tri Yn + Tale 


Les x, y sont les coordonnées rectangulaires des sommets. 
Remplaçant les coordonnées par leurs valeurs en fonction 








(*) Cette formule se simplifie quand on l'écrit ainsi : 
T (=4,)+ra(xs— 2) ent JT Six fe 


Il y a moitié moins de multiplications et elles sont faciles, 
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des côtés et des angles, on obtient l'aire en fonction des 
mèmes éléments. 

Cinquième section (60-67). Quelques problèmes po- 
lygonométriques particuliers , et applications pratiques. 

Prosrime X. Un polygone est complétement donné ; 
mener par un des sommets une droite qui en retranche 
une aire donnée. 


Solution. Heptagone. 1234565; 
on a 
Ai 10738680 HAS IOMLON AE 
A; 2490804; A" 10310400 
A, —139° 40’ 19°; A, — 89°2/ 37”; 
ME 057502100008 —100 
131025; 400407 0 027 0 DU 


1 s’agit de mener par le sommet 1 une droite qui retran- 
che l’aire 1612800. 
On calcule successivement les aires doubles des figures 


123, 1234, 12345, 123456. On trouve pour 


12345 double aire 2190074, 
1234561 — 4618740,3. 


Le double de l'aire à retrancher est 3225600, nombre com- 
pris entre les deux dernières; la transversale cherchée 
doit donc couper le côté a;. Soit m le point d'intersection 
dans le polygone 12345 m ; on connaît l’aire et les côtés 
moins 1m et 5 m; alors par les formules connues, on obtient 


5m = 402,072. 


Sixième section (67-79). Changement de coordon- 
nées ; "calcul des nouvelles coordonnées. 

Coordonnées rectangulaires en coordonnées rectan- 
gulaires. 
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Coordonnées d’un point M : 
= — 203,972; » — + 1827,064. 
Coordonnées de la nouvelle origine : 


É—39:0%0 Pb 10 830. 


2 


Le système à tourné d’un angle © — 15°’ 11 Ho 
Nouvelles coordonnées : 


= À 166,588; y! — + 1861,25r. 


Exercices tirés du méme ouvrace. 


le] 
4r1 sin 148° 40° 26” — 213,682; 
108253 ,95 cos 986° 2’ 32/ — — 7471,833; 
607 sin 1058 2’ 38”,8 —— 260,603; 
815 tang 1153°34/6”,8 — 2865257 ; 
3944,81 cot 196° 36” — 13710,51; 
519,536 cos 262° 46’ — — 35026,26; 
199,05. sin1:7°2/40" 
sin 146° 38’ 60” 





10207. 


Quadrilaière non convexe: 
ai= 895,139; a—610; a, — 620; 


:— 120° 36’ 19” (intérieur); A,— 2592° 67’ 48" (extérieur); 
on obuent 


A,= 11°950/28” (intérieur); A, — 334° 35’ 25” (extérieur), 
Octogone complet 3 CORVEXC. 

APM 0%- A5 1220008 NA ie 387 À 

A;= 63193 A—230°19/; A,— 87054; A, — 1324; 

4, = 1400; 4; = 1768; 1920; a ; : 

= 1204 M 1970: dy=—=2090,97; a 


ire = 6028166, 2. 
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Endécagone complet, convexe. 


— 
—— 


ÀA,—102°22 56,8; A;— 1073830’; A,— 116° 10 22”; 
A, 24630"; AS 10) M0 10 AR 
A:— 84°; A,—275031"28"; A,— 1200; A,— 107229 


A==200 23 MHr039 


— 


110°10 104 


di 857; a;:—1098; a, — 780; die 929 SOS: 
ax 024; a—6097; a;— 845; dy5— 0620; ai —\610; 
au = 897; 14; 
aire — 3486697 ,36. 

Polygone de vingt et un côtés. 

À, —125°39 33"; A, —1094°35/10"; A, — 103 1” 30”; 
A; — 12402236"; A; —1850:17 58"; A, — 231040 35/; 
As — 14491817"; A, — 92445137"; A, — 156° o' Lo”; 
Au 1445920"; A 46012/10/;  A,,— 24205245"; 
As 144010 Ai — 1102 10/57”; - A, = 27591638 
Ai 201° 6 15/3", A,, —=t17 6/31”; 18 — 89° 44’ 49”; 
AE DO Te 4 00 A — 204 12/58”; A, —136° 39° 597; 


Hi 4379$ 
Gi — 3991,2; 
a; — 495,8; 
Ai = 4133,4 ; 
di3= 3519,8; 


a; = 005,9; 
Ti 15094, 55 
A3— 2709,3; 
ai— 2574 ,8; 
CNET EEE E 
ds =6904,6; a,, — 5441 ,6; 
= 357,9; a» = 3460 ,6 ; 


aire == 


A3 — 5590,2; 


dy 9090: 

au 2737,6; 
y 2397925 
dis = 4700 ,5 ; 
du 933909; 


2232801105. 


Les calculs du premier polygone et du troisième sont 


de M. Schiereck , et le calcul 
M. Pross. 


du deuxième polygone, de 
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ÉLÉMENTS D ALGÈBRE À L USAGE DES CANDIDATS AUX Ecozes 


) 


) 


) 


) 


» 


)»} 


» 


DU GOUVERNEMENT; par S.-7. Lacroix, Membre de 
l’Institut. 21° édition, revue, corrigée et annotée, 
conformément aux nouveaux Programmes de l'ensei- 
gnement dans les Lycées ; par M. Proukhet, professeur 
de Mathématiques. Paris, 1854 ; in-8 de 520 pages (*). 


Avertissement pour la 91° édition. 


« Les ouvrages de M. Lacroix jouissent depuis long- 
temps, en France et à l’étranger, d’une réputation 
justement méritée. Leur ensemble forme un Courscom- 
plet de Mathématiques, rédigé avec beaucoup d'ordre, 
de clarté et de rigueur. Peu de livres élémentaires ont 
été conçus avec plus de maturité, exécutés avec plus de 
soin, revus et améliorés avec plus de persévérance : 
c'est ce qui en explique le succès. 

» Dans cette nouvelle édition des Éléments d'Algètre, 
le texte de l’auteur a été scrupuleusement respecté. Les 
Notes que l’on a cru devoir y joindre, et dont les plus 
étendues ont été rejetées à la fin du volume, sont consa- 
crées au développement de quelques questions récem- 
ment exigées des candidats à l’École Polytechnique. 
Pour l’ordre et la division des matières traitées dans 
ce Supplément, on s’est entièrement conformé aux 
Programmes officiels, dont on a reproduit les énoncés 
en tête de chaque Note et des principaux paragraphes. » 
Ox peut, ce me semble, ajouter que les quatorze Notes 


qui terminent le volume ne }e cèdent au texte ni en clarté 


ui en rigueur, et que M. Prouhet a complétement atteint 

le but qu'il se proposait. [l eût été à désirer que plusieurs 

auteurs qui ont publié de nouveaux Traités conformes aux 

Programmes officiels se fussent contentés d’annoter avec 
. 9 ° e # ? » 

autant de soin d'anciens Traités d’un mérite reconnu. Ce 

premier travail de M. Prouhet en demande un autre: l’an- 





(*) Prix : 6 francs, chez Mallei-Bachelier, Libraire. 
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notation du Complément d’Algèbre, où l’on trouvera 
certaines théories indispensables dont les Programmes 
n’ont pas même COnservé la trace. Ces deux petits volumes 
(l’Ælgèbre et son Complément annotés) serviraient d’in- 
troduction à l’{/gèbre supérieure de M. Serret, qui n'est 
en réalité qu’un fragment très-important d’un Traité com- 


plet d’Algèbre. V.-A. LeresGuE, 


Correspondant de l'Institut. 


———— 


ANNÉE SCOLAIRE 1894-29. AGENDA-MEMENTO DES ÉCOLES ET 
DES NOUVELLES ÉTUDES. — (UIDE QUOTIDIEN DES ÉLÈVES 
POUR L'ÉTUDE DES CONNAISSANCES EXIGÉES À TOUS LES 
EXAMENS ET LA CONSERVATION DE CES CONNAISSANCES ; par 
Auguste Blum, ingénieur et professeur, ancien élève 
de l'École Polytechnique. Paris, 1854; in-12 de 
206 pages (*). 


Julien (de Paris) a publié il y a quelques années un 
Biomètre destiné à inscrire, à la fin de chaque journée, ce 
qu'on a fait, ce qu’on a vu et appris dans la journée. C'est 
la tenue commerciale des livres appliquée à la vie. 
M. Blum propose la mème idée aux élèves. Chaque page 
est divisée en trois compartiments, consacrés à trois Jours 
de la semaine et du mois. La partie blanche de ces pages 
est très-commode pour y écrire tout ce qu'on veut. Chaque 
mois est suivi de recommandations inspirées par d'excel- 
lentes intentions ; conseils qui seront suivis, comme tou- 
Jours, par ceux qui peuvent s'en passer. En février, on 
recommande les interrogations sur la Chimie comme le 
meilleur procédé pour corriger les défauts de prononcia- 
tion. La connexion entre février, la prononciation et la 
Chimie semble difficile à établir. N'importe, cet almanach 
de poche est préférable à beaucoup d’autres. 


(*) Prix : broché, 1 franc. — Cartonné avec fermoir en cuivre, 1f, 50€, 
chez Mallet-Bachelier, hbraire, 
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OBSERVATIONS 


Sur le rapprochement théorique et pratique des formes réelles et imaginaires 
dans certaines recherches par approximation, 


a 


Au Rédacteur. 
Monsieur, 


Dans une Note que VOUsS* Avez" insérée, page {0 
du numéro de Janvier 1854 de votre Recueil >) Vous 
faites remarquer avec juste raison que, lorsque dans 
une équation les valeurs des coefficients ne sont qu'ap- 
prochées, il pourra arriver que Îles racines de cette équa- 
tion, de réelles qu'elles étaient pour un certain degré 
d’approximation, Pourront devenir imaginaires pour un 
autre degré très-rapproché d’ailleurs du précédent, et 
VOUS ajoutez que ce point d'analyse, vu son Importance 
pratique, mérite d’être éclairci. 

Cet appel que vous faites aux géomètres ne tend à rien 
moins qu'à provoquer une explication rationnelle de la 
forme imaginaire; et il est certain que si nous étions aussi 
bien fixés sur la signification quil faut, dans la pratique, 
attribuer à cette forme, que nous le sommes aujourd’hui 
sur celle des formes positive et négative, la question que 
vous avez posée serait à peu près résolue. 

Cette question, Monsieur, apres les explications que 
jai données sur les expressions imaginaires, dans mon 
ouvrage intitulé : Études philosophiques sur la science 
du calcul (*), ne présente, à mon point de vue, aucune 
difficulté. Mais, comme cet ouvrage a été peu répandu, 

(*) 1fe partie, 1841, in-8 de 283 pages. 

Ann. de Mathcmat., t. XII. ( Décembre 1854.) 20 
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et que, très-probablement, un fort petit nombre de vos 
lecteurs en a pu prendre connaissance, Je ne peux entre- 
prendre de présenter ici des vues générales susceptibles 
de donner des explications complètes sur le point d'ana- 
lyse que vous désirez voir éclairei. Mais, à défaut de tout 
point d'appui sur les principes constitutifs de cette partie 
de la science, principes longuement développés dans l’ou- 
vrage que je viens de rappeler, et en ayant seulement re- 
cours aux errements ordinaires, il est possible, ce me 
semble, de présenter quelques développements suscep- 
tibles de faire disparaitre, sinon en totalité, du moins en 
partie, ce que peut présenter d'obseur, dans ses applica- 
tions pratiques, le fait analytique que vous avez signalé. 

Dans les idées généralement admises, il ÿ a pour ainsi 
dire un abime entre l'imaginaire et le réel, puisque nous 
refusons de comprendre l’un, tandis que nous compre- 
nons et expliquons parfaitement l’autre, non-seulement 
dans son ensemble, maïs encore dans la multiplicité de 
tous ses détails. Il est certain qu’en envisageant les choses 
à ce point de vue, c'est un fait très-surprenant que celui 
qui, comme vous le dites, au moyen de la plus légère 
altération dans les coefficients réels d’une équation, peut 
faire passer les racines de cette équation de la réalité à 
l’imaginarité, et vice versd. 

Mais, au fond, si cet abime supposé entre les deux 
formes n'existait pas, si elles se rapprochaient, dans cer- 
tains cas, de manière à pouvoir être prises l’une pour 
l’autre, suivant le degré d’approximation qu'on veut in- 
troduire dans les calculs, s’il en était ainsi, dis-je, tout 
ce que le fait signalé a pu présenter d’extraordinaire au 
premier abord disparaîtrait à peu près complétement, et 
le passage du réel à l’imaginaire ne serait plus, dans ce 
cas, qu'une affaire d’approximation , tout comme en était 
une le remplacement du premier coefficient par un autre 
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très-voisin de lui ; il ÿ aurait ainsi concordance parfaite 
entre la modification qu'on fait subir à l'énoncé et celle 
que l’algèbre introduit dans sa réponse, 

Or l'étude algébrique approfondie ‘des formes IMagie 
naires fait voir que c’est bien ainsi que les choses 6e pas- 
sent; mais, Je le répète, je ne peux reproduire iri cet 
aspect général de la question. À défaut de ce moyen théo- 
rique, Je vais essayer de faire comprendre ma pensée par 
un exemple fort simple, et montrer qu'il nous arrive très- 
souvent d'accepter dans la pratique comme très-réelles 
des solutions que la théorie devrait nous forcer à considé- 
rer comme imaginaires. Tout dépendra , comme on va le 
voir, et comme je l’ai annoncé ci-dessus, du degré d’'ap- 
proximation qu’on s’est imposé. 

Soit O le centre d'une circonférence dont le rayon R 
est connu à un centième près seulement, en plus ou en 
moins ; soit À un point extérieur à cette circonférence, et 
SUpposons qu'on demande de lui mener une tangente par 
le point A. 

Ayant décrit, avec la valeur numérique connue du 
rayon et du point O comme centre, la circonférence don- 
née, puis, sur AO comme diamètre, en ayant décrit une 
seconde qui rencontre la première au point T (*), on join- 
dra T avec À, et l'on aura ainsi la tangente demandée. Il 
est évident qu'eu égard à l’approximation avec laquelle le 
rayon du cercle donné a été déterminé, la droite AT ré- 
soud le problème, et personne , assurément, ne refusera 
de accepter comme remplissant bien cette fonction. 

Mais il est évident aussi qu’eu égard à la véritable va- 
leur du rayon, l'expression algébrique de cette tangente, 
indépendamment du cas où elle se trouverait être la tan- 
gente réelle, peut présenter deux autres cas distincts. En 


(*)H y a deux points d’intersection. L’imaginarité entraine toujours un 
aombre pair d’intersections. Tu. 
20: 
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effet, puisque tout ce qu'on sait de la valeur numérique 
du rayon, c’est qu’elle n’est exacte qu'à un centième près, 
soit en plus, soit en moins, il se pourrait que la valeur 
véritable füt plus grande ou plus petite qu’elle d’une 


. 4 1 . -. L2 L2 I 
quantité dont la limite serait comprise entre +—— et 
100 


4 I 
zéro d’une part, et entre o et RE l’autre. Or, dans 


le premier cas, ce qu'on aura pris pour la tangente sera, 
en réalité, une sécante coupant la circonférence en deux 
points dont les positions sur cette circonférence seront 
facilement assignables, tandis que, dans le second, ce 
sera une droite complétement extérieure au cercle pour 
laquelle l'expression analytique des deux points de ren- 
contre sera devenue imaginaire; et cependant cette ligne, 
quoique jouissant de propriétés analytiques imaginaires, 
n’en continuera pas moins, dans la pratique, à être ac- 
ceptée comme résolvant réellement la question, dans la 
limite d’approximation qu'on s'est donnée. 

Nous trouvons donc, dans ces considérations concrètes 
de la géométrie, une image frappante de valeurs réelles et 
de valeurs imaginaires placées bien près l’une de l’autre, 
liées entre elles par une continuité non interrompue, 
concourant vers une limite qui serait le point ‘F, dans le 
cas où la valeur donnée du rayon serait la véritable, dont 
toutes les différences, en convergeant vers celte limite, 
s’atténuent de plus en plus à mesure que les écarts de 


, 0 e 4 .. 2 
l’'approximation se resserrent, et qui, par consequent, 


dans toute la série des valeurs par lesquelles passe cette 
approximation, peuvent être indistinctement prises l’une 
pour l’autre. 

Si donc , lorsqu'on reste dans le domaine purement 
analytique, la concordance qui existe entre la variation 
qu'on fait subir à des quantités réelles d’une part, et le 


a LT Mu a 


RE TR 
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passage réel à l'imaginaire qu’éprouvent d'autre part, à 
la suite de ces mêmes variations, certaines expressions 
fonctions des premières, .est de nature à se présenter à 
l'esprit avec quelque confusion, on a pu se convaincre, 
par l'exemple que nous venons de citer, que les considé- 
ralons concrètes sont susceptibles de jeter quelques clar- 
tés sur ce point délicat de la métaphysique du calcul. 
Car, bien que la ligne AT, lorsque la valeur du rayon esi 
plus pette que la valeur donnée, revête, pour quelques- 
unes de ses propriétés, la forme imaginaire, elle ne dis- 
parait pas entièrement pour cela, elle continue à subsis- 
ter, à représenter approximativement la tangente, à 
exercer une fonction que l'algèbre pure, en revêtant la 
forme imaginaire, semblerait lui refuser. 

Pour compléter ces explications, il faudrait mainte- 
nant dire ce que sont les points de rencontre imaginaires 
de la sécante extérieure, montrer qu'ils ne sont imagi- 
naires que de nom, fixer le lieu géométrique qu’ils doi: 
vent occuper, indiquer à quelle modification de l'énoncé 
primitif correspond la manifestation inattendue de la 
racine carrée de l’unité négative; mais, pour cela, ce 
seraient tous les principes constitutifs de la théorie que 
J'ai exposée dans mon ouvrage qu'il faudrait reproduire 
ICI. 

Ce qui, jusqu’à ce jour, a laissé dans l’ignorance en ce 
qui concerne l'interprétation des expressions imaginaires, 
c'estqu'aussitôt que cette forme, après avoir apparu dans le 
calcul, doit passer dans le domaine des applications, nous 
nous arrêtons comme devant une barrière infranchis- 
sable , nous disons que nous ne comprenons plus, et nous 
ne faisons aucun effort pour soulever le plus petit coin 
du voile qui nous dérobe l'intelligence de l'énigme figurée 
PA NET: 


C'est ainsi qu'avaient agi les anciens géometres à l'é- 
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gard des résultats négatifs, et, parce qu’ils ne les avaient 
pas d’abord compris, ils leur avaient donné le nom de 
fausses solutions. Nous savons cependant aujourd’hui 
que ces solutions ne sont pas plus fausses que celles qui 
se présentent avec le signe additif; nous les interprétons 
fort bien, soit en elles-mêmes, soit relativement aux mo- 
difications que leur manifestation peut rendre nécessaires 
dans l'énoncé primitif de la question. 

Or, si aujourd’hui nous sommes encore dans l’impos- 
sibilité de savoir ce qu'est l'imaginaire en lui-même, 
nous pourrions du moins, dans beaucoup de cas, malgré 
cette impossibilité d'interpréter une racine de cette forme, 
nous rendre compte des indications que sa manifestation 
algébrique peut donner pour nous conduire à une trans- 
formation de l'énoncé telle, que l'obstacle imaginaire 
cessat d’en être un. 

Faisons mieux comprendre notre pensée par un 
exemple. 

Si l’on a l'équation 


rire; 
on en déduit 
F A EEE ; 


par conséquent, lorsqu'on prendra pour x une valeur 
supérieure à la quantité a, comme, par exemple, a + p, 
il viendra 

FT = —p. 


Or, que je sache ou que Je ne sache pas ce que peut être 
en elle-même une valeur négative, Je n’en verrai pas 
moins que si, pour tous les cas où x dépasse a, je substitue 
à l'énoncé primitif x + y = a de ia question le suivant 
%— y = a, J'obtiendrai, pour tous ces cas, du positif, 
c'est-à-dire un résultat toujours réalisable, Sans doute Je 
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n'aurai pas ainsi Lout appris; Je pourrai rester encore 
dans l'ignorance sur la signification d’un nombre négatif: 
mais je serai du moins fixé sur l'espèce de réaction que la 
présence de ce nombre doit exercer sur la question pro- 
posée; je connaitrai un de ses eflets , et n'est-ce pas tou- 
jours par la connaissance préalable des eflets que nous 
pouvons espérer d'arriver à la découverte de celle des 
causes ? 

Prenons maintenant un cas un peu plus compliqué : 
supposons qu'au lieu de chercher deux quantités dont la 
somme soit &æ, on veuille en déterminer deux dont la 
somme des carrés soit a. L'expression analytique du pro- 
blème sera 


et l’on en déduira 


Var Væ’ — d?. 


Tant que x sera moindre que &, il ne se présentera au- 
cune difficulté; mais si x est égal à a+ p, on aura 


1e — ÿ— 2pa — p° = Vp(2a+p)V—1; 


et, parce que ce résultat est imaginaire, on arrête le cal- 
cul, on abandonne la question, on ne va pas plus loin, 
du moins dans la pratique. 

Cependant, comme nous allons le montrer, il reste en- 
core quelque chose à faire. 

En effet, de ce que la valeur de y est égale au produit 
d’une quantité par V—1, il s'ensuit que celle de y? se 
présente sous la forme négative. Cela prouve évidemment 
que, dans le cas actuel, le carré arithmétique représenté 
par y”, au lieu d’être ajouté à celui de x, devra lui être 
retranché. En modifiant ainsi l'énoncé du problème, les 
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conditions auxquelles il faut satisfaire continuent d’être 
possibles. Voyons maintenant quelle conséquence il doit 
résulter de cette modification pour la racine cherchée et 
pour l'usage qu'on en doit faire. 

Or il est évident que cette racine, une fois trouvée 
arithmétiquement, doit, par voie de multiplication, con- 
duire au carré arithmétique qui , d’après l'énoncé primi- 
uf de la question, devrait, étant ajouté à celui de x, re- 
produire a°. Reste done à savoir s'il n'y a pas quelque 
facteur en algèbre qui, accompagnant cette racine dans 
la multiplication qu’on doit en faire par elle-même et fonc- 
tionnant dans cette multiplication comme la racine \ 
fonctionne elle-même, n’arrangera pas naturellement le 
produit de telle manière qu'on voie clairement que ce 
produit, au lieu d’être ajouté, doit être retranché. La 
réponse à cette question est toute faite. Quelle est, en 
ellet, l'expression algébrique qui, employée deux fois 
comme facteur, fait passer du positif au négatif? C’est 
évidemment Ÿ—1; et voilà pourquoi nous trouvons pour y 
la valeur Vp (2a+p) FAT, BILE 

Aïnsi, dans tout problème ari thmétique où l’inconnue 
sera élevée à la deuxième puissance, lorsqu'on trouvera 
pour la valeur de cette inconnue une racine imaginaire 
de la forme À V—-5, cela ne veut pas dire d’une manière 
absolue que le problème est impossible , mais qu'il faut en 
changer l'énoncé de manière à faire figurer, dans l’équa- 
uon qui exprime cet énoncé, la deuxième puissance de 
l'inconnue avec un signe contraire à celui qui avait été 
d'abord employé. N'est-ce pas là un procédé exactement 
pareil à celui qu’on emploie journeflement lorsque dans 
une question les solutions négatives se manifestent ? 

Ceci ne dit pas tout, à coup sûr, mais du moins entre 
l'explication complète et limmobilité nous avons fait 
quelques pas. 
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Permettez-moi maintenant de vous présenter quelques 
observations purement analytiques qui pourront contri- 
buer pour leur part à rendre plus intelligible la relation 
qui existe, d’une part entre les variations réelles qu’on 
fait subir aux coefficients d’une équation, et Les passages 
du réel à l'imaginaire que peuvent subir d’autre part les 
racines de cette équation. 

Sans qu'il soit nécessaire d'entrer, au sujet de quelques 
principes que nous allons citer, dans aucun développe- 
ment, et en prenant les choses telles qu’elles sont établies 
aujourd'hui dans la science, nous rappellerons que lors- 
qu'une équation renferme des racines imaginaires, elles 
marchent nécessairement par couples de la forme 
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Or quelles sont les opérations arithmétiques “dans 
combinaison qu'on peut faire entre elles de ces deux 
expressions, à l’aide desquelles l’imaginaire disparait ? 
C'est, d'une part, l'addition qui donne 2p, et la multi- 
plication dont le produit est p° + g°. 

Cela posé, si 41, &, 43,...,a, sont les racines d’une 
équation du 2*"° degré, son premier membre sera consti- 
tué comine 1l suit : 


(t — a)(z—a;)...(x— a, ); 


et l’on voit que dans la série des opérations qu'il faudra 
faire pour obtenir le polynôme final ordonné suivant les 
puissances de x, il n’entrera précisément que des addi- 
tions et des multiplications, d’où l’on comprend spontané- 
ment la possibilité que, dans ce premier membre, tout 
ce qu'il y a d’imaginaire dans les racines disparaisse. Cette 
première induction est d’ailleurs confirmée par le calcul, 
puisqu'en prenant deux facteurs binômes quelconques 
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X — 4j, & — 4, que rien n’empèche de supposer appar- 
tenir à deux racines imaginaires conjuguées, leur pro- 
duit sera 

— (a, + a:)x + & 4, 


dont les coefficients réalisent précisément les opérations 
sous l'influence desquelles Îles imaginaires disparais- 
sent. 

Le premier membre d’une équation est donc une fonc- 
ton composée dans laquelle les lois mêmes de sa compo- 
sition expliquent très-bien labsence des imaginaires, 
tandis que les valeurs algébriques des racines, devant né- 
cessairement contenir Îles expressions des opérations 
décomposantes et en particulierde l'extraction des racines, 
seront susceptibles de produire toutes les circonstances de 
cette extraction et par suite les imaginaires. 

Or, dès l'instant qu'il est reconnu que la réalité des 
coefficients peut correspondre indistinctemeni à la réalité 
ou à l’imaginarité des racines, il n’y aura rien de surpre- 
nant à ce que la variation de ces coeflicients fasse passer 
de l’une de ces formes à l’ autre; on peut même dire qu'il 
n'y a pas d'autre moyen que ces variations pour réaliser 
ce passage dans les racines. 

Ces variations peuvent d’ailleurs être conduites par 
voie de continuité et de rapprochement aussi petit qu'on 
voudra, de sorte que, les racines ne pouvant demeurer ni 
toujours réelles ni toujours imaginaires, on est forcé- 
ment obligé d'admettre que, dans la série infinie des 
valeurs que peuvent prendre les coefficients, il y aura 
des points où la plus petite variation dans ces valeurs 
produira le He du réel à l'imaginaire. 

Au reste, c’est moins encore dans le domaine purement 
analytique que dans celui desapplicationsconcrètes que des 
explications à ce sujet étaient à désirer, parce que, dans 
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le premier, l'imaginaire aussi bien que le réel est parfai- 
tement admis, on formule également avec l’un comme 
avec l’autre et, malgré l'ignorance où l’on est sur la nature 
de l’étatimaginaire, on en fait continuellement intervenir 
la forme dans les calculs. 


Mais il n’en est pas de même dans le domaine des appli- 
calions, où cet usage est absolument interdit, parce qu'on 
ignore complétement ce que peut être la chose elle-mème. 
IT y avait donc quelque importance à faire voir que par le 
fait, dans la pratique, nous nous servons parfois de l’ima- 
ginaire pour du réel. Un grand nombre d’exemples géo- 
métriques, indépendamment de celui que nous avons 
traité, pourraient être cités à l’appui de cette affirmation, 
presque toutes les recherches de lignes et de points par 
approximation ne sont pas autre chose, et c’est là le 
point important du débat, parce qu'il en résulte une 
assimilation précieuse entre la science analytique et les 
faits naturels. 


Il sera résulté de plus de cette discussion, nous l’espé- 
rons, que le réel et l'imaginaire ne sont pas si éloignés , si 
antipathiques l’un de l’autre qu’on a pu le croire jusqu'ici, 
et n'y aurait-il d'autre résultat produit par les observa- 
tions qui précèdent que l’introduction de cette idée dans 
les esprits mathématiques, que nous pensons qu'elles ne 
seront pas entièrement dépourvues d'utilité pour les pro- 


grès futurs de la science. 


11 importe d'ailleurs de remarquer que ce n’est pas 
seulement en géométrie, mais encore dans la pratique: 
arithmétique, que nous réalisons tous les jours et, pour 
ainsi dire, sans nous en douter, le passage du réel à l’ima- 
ginaire. Lorsqu'en eflet une quantité e est très-petite 
par rapport à d’autres qui concourent avec elle dans la 
solution d’une question, nous n’hésitons pas un instant 
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à ne tenir aucun compte des puissances de celte quantité 
supérieures à la première. 

Cela posé, supposons que, dans une question à résou- 
dre, l’inconnue x dépende dedeux variables z et y d’après 
la condition suivante x — zy et que, par des calculs ul- 
térieurs, on ait trouvé 

2Y ES CRUE 
on n'hésitera pas dans la pratique à dire que &° est la va- 
leur de x; si, d’un autre côté, on a trouvé 
327 = a — e?, 
on acceptera encore a* comme valeur de x. Cependant, 
dans le premier cas, les valeurs générales de z et de y 
sont imaginaires et peuvent être représentées par 
4 (are x AE CEVEUS 
7 
et dans le second elles sont réelles et représentées par 


ae 
z—m(a+e), Dee e 
m 





d'où l’on voit que, négliger e?, c’est par le fait, et eu 
égard toujours au degré d’approximation qu'on s'est 
imposé, considérer comme équivalentes des expressions 
imaginaires et des expressions réelles. 

En résumé, lorsque e est très-petit par rapport à 4, on 
approche tout autant de la vérité en prenant a He yes 
qu’en prenant a + e et en leur substituant simplement a. 
C’est ce que la théorie explicative de la forme imaginaire 
démontre parfaitement et sans beaucoup de peine. Les 
remarques précédentes n’ont pas à coup sûr toute la por- 
tée d’une démonstration mathématique, mais elles sont 
du moins de nature à montrer que ce fait concorde très- 
exactement avec n0s habitudes pratiques, et à ce point de 


vuc elles me paraissent très-propres à appoñter quelque 
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clarté dans la question de doctrine qui vous a frappé et 
que vous avez signalée à l'attention des géomètres (*). 

Permettez-moi enfin, Monsieur , de vous présenter une 
considération qui serre encore de plus près la question. 

Supposons qu'on prenne un point À sur une droite in- 
définie et qu'’on.dise d’un autre point qu'il est situé sur 
cette même droite à une distance & du premier, maïs avec 
cette condition que l'évaluation de la distance n’est qu’ap- 
prochée, et on sait qu’elle peut différer en plusou en moins 
de la véritable, de la quantité e. 

I suit de là qu'ayant pris sur la droite un point B tel 
que AB — a, et ayant, à droite et à gauche de B, porté 
BC = BC’ — e, on sera assuré que l’extrémitéde la véri- 
table longueur devra tomber en un point quelconque de 
la distance CC’. Mais il est évident qu’au point de vue 
géométrique, ceci correspond à l'indétermination la plus 
simple dans laquelle on puisse se trouver relativement à 
la position du point qui nous occupe. Une indétermina- 
tion beaucoup plus grande serait celle dans laquelle on 
dirait que ce point doit se trouver à une distance E de B, 
comptée non-seulement dans le sens de la ligne AB, mais 
encore dans toutes les directions rayonnant autour du 
point B dans le plan de la figure. 

Dans ce cas, ayant décrit, avec E pour rayon et du point 
B comme centre, une circonférence, Pextrémité de la ligne 
résolvant le problème devrait se trouver en l'un quei- 
conque des points de l'espace que cette circonférence 
circonscrit. 

Or à cette nouvelle indétermination dans la position du 





(*) I y a des questions où il s’agit de chercher non pas précisément la 
valeur de telle quantité, mais de savoir si elle peut exister ou non. Alors il 
faut que la réalité ou l’imaginarité soient établies avec certitude et non ap- 
proximativement ; et la difficulté des coefficients ay prochés reste dans son 


entier. Tu. 
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point, indétermination que j'appellerais volontiers à deux 
dimensions , correspondent aussi deux éléments d’incerti- 
tude pour le résultat qu’on veut réaliser; car non-seule- 
ment ce qui concerne la longueur de la droite manquera 
de précision, mais il en sera de même pour sa direction 
qui, au lieu d’être fixe et unique comme dans le cas pré- 
cédent, pourra être indistinctement une quelconque de 
celles comprises dans l'angle que forment les deux tan- 
gentes menées du point À au petit cercle, images physi- 
ques du degré et de la naturede lapproximation introduite 
dans la question. 

On est ainsi invinciblement conduit à reconnaître que 
dans ce cas il faudra, eu égard au degré et à la nature de 
celle approximation, accepter comme solution du pro- 
blème une droite dont non-seulement la longueur ne 
sera pas certaine, mais dont la direction sera elle-même 
indécise; d’ailleurs, ainsi que ce doit être le propre de 
toute approximation, l'erreur sera d’autant moindre pour 
chacun de ces éléments, que la quantité E sera plus petite 


; VE % d’ + ] , 4 — € 
pat rapport à &, puisque, une part, e rapport 





de la véritable longueur à celle approchée, et que, d'autre 
part, la limite des variations des angles se rapprochent 
d'autant plus, le premier -de l'unité, la seconde de ZÉTO , 
que E est plus petit. 

Si maintenant il arrivait que toutes les solutions géo- 
métriques approchées qui correspondent à des droites 
situées en dehors de la ligne AB pussent être algébrique- 
ment représentées au point de vue complexe de leur lon- 
gueur et de leur direction par la forme imaginaire 


a + VER 


tandis que celles qui restent sur la ligne AB le sont par 
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du réel, il est évident que te rapprochement des unes et 
des autres, rapprochement que la figure ci-jointe rend si 
frappant en Géométrie, et, par suite, l’équivalence du 
réel et de l'imaginaire, subordonnée d’ailleurs au degré 
d'approximation adopté, présenterait l'accord le plus 
complet, le plus satisfaisant, entre la pratique et la 
théorie. PA 

Là est le véritable nœud qu’il faut délier pour débar- 
rasser la question de toutes ses entraves. Admettez ce 
principe théorique de l'interprétation des formes imagi- 
naires, supposez que la forme a + b ÿ—1 est en effet la 
représentation analytique des deux éléments de la droite, 
longueur et direction, combinés ensemble et qui, désor- 
mais, marcheraient ainsi associés en Algèbre, comme ils 
le font en Géométrie, et non-seulement toutes les difh- 
cultés disparaissent, mais vous arrivez à une admirable 
concordance entre les faits analytiques et les faits d’appli- 
cation. Or ce principe, ainsi que je crois l'avoir démon- 
tré dans l’ouvrage cité, est précisément la conséquence la 
plus nécessaire de l'interprétation que j'ai donnée de l’ex- 
pression V—:1. Mais, par les raisons ci-dessus déveiop- 
pées, je dois m'abstenir d'entrer plus avant dans les détails 
d’un point d'analyse qui, selon toute apparence, n'a pas 
encore été admis au droit de bourgeoisie dans le domaine 
des discussions mathématiques. 

F. Varzes, 


Ingénieur en chef des Ponts et Chaussées, 
à Laon (Aisne ). 


Note du rédacteur. Homère applique à Jupiter l'épi- 
thète Neqsaryepé nc, assembleur de nuages. Ce Jupiter 
n’est pas le dieu des géomètres. Cette ee des imagi- 
maires, quant aux directions, encore fort nébuleuse, ne 
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semble consister que dans le théorème de Cotes et dans 
un théorème de statique, mrémonisés : 


R'= (P+QV—1)(P—QV—r); 


P et Q peuvent représenter des forces rectangulaires et 
R la résultante. Cette exégèse n’a pas, que je sache, fait 
découvrir des vérités nouvelles. Düt-on y parienir, on ne 
les admettra que lorsqu'elles seront contrôlées par une 
autre voie. Du reste, il ne faut rien repousser systémati- 
quement et surtout les idées qui préoccupent des esprits 
distingués. Omnia autem probate: quod bonumest tenete 
-(Thessal. V, 21). à 

M. Cauchy a essayé de présenter cette théorie sous une 
autre forme sous le nom de quantités géométriques , met- 
tant à profit les idées de M. Saint-Venant sur les sommes 
géométriques (Comptes rendus, tome XXIX, p. 250), 
idées reproduites par M. Bellavitis sous le nom d’ équipol- 
lénces. I] me semble que c’est toujours de la statique par- 
lée. Du reste nous avons là-dessus un travail de M. de 
Polignac, officier d'artillerie, maintenant en Crimée. 


Nous nous proposons dele publier, Deo volente, en 1855. 


DéTERMINANTS ; Correction essentielle. 


Le théorème VI (t. XI, p. 435) n’est vrai que pour les 
puissances des déterminants symétriques et non pour des 
produits quelconques. Lisez 1°}? au lieu de }° +} 
(p. 440). 

Dans le Mémoire de Jacobi (t. X, p- 298), il s’est 
glissé plusieurs fautes d’accentuation que le lecteur corri- 
gera facilement. 
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QUESTIONS NON RÉSOLUES 


Dans les treize premiers volumes. 


TOME 11. TOME XI. 
Nos, Pages. Nos, Pages. 
61 48 251 (échec) 115 

à TOME IV. e 252 (domino) Ibid. 

SL ne 266 {oi 

TOME V. 
KES ne TOME XII. 

TOME VII. 
190 2/0 2270 99 
192 368 280 RE 
193 Tbid: #81 r Ibid. 
199 44 | 

TOME X. 288 II 
240 207 289 192 
245 358 204 314 


Observation. Sur 295 questions, il en reste 18 à résoudre. Les autres 
sont résolues et imprimées, ou bien en manuscrit, et paraîtront en 1855. 


£LRRATA. 


AT 
Page 134, lignes 7 et 8 en remont., au lieu de mL lisez CE 


135, ligne 11 en remontant, au lieu de fu, lisez B — w. 
192, ligne 9 en descendant, au lieu de 3, lisez 344. 
222, ligne 14 en descendant, au lieu de ostendant, lisez ostendunt. 
222, ligne 14 en descendant, au lieu de quia, lisez quin. 
22, ligne 20 en descendant, au lieu de indigistati, lisez indigitasti. 
88, ligne 1 en descendant, au lieu de æquationes, lisez æquationis. 


Med 


D t 


3 2 
330, ligne 11 en descendant, au lieu de é (C—7J), lisez = (C — J). 
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